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Les stratégies de réparation

@ Réparation parfaite (as good as new) : (RP)
@ Réparation minimale (as bad as old) : (RM)
o Réparation imparfaite : (RI)
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Introduction

@ But: Etablir les statistiques des modéles généraux pour les
systémes réparables

@ Concept: “age virtuel”
Les premiers qui ont découvert ce processus sont Malik
(1979), Kijima, Morimura et Suzuki (1988), Kijima (1989) et
Stadje & Zuckerman (1991).
@ Avantages
o flexibilité pour la modélisation des processus de défaillances et
réparations d'un systéme réparable.
o une meilleure représentation des modéles statistiques de la
situation réelle.
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Modéles de base
@ Modéle de maintenance minimale

@ Modéle de maintenance parfaite
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Modéle de maintenance minimale

o effet de maintenance est de remettre le systéme en
fonctionnement dans le méme état juste avant la panne.

o le systéme est dit (ABAO).

o l'intensité de défaillance A\(t) ne dépend pas du passé du
processus.
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Figure: Intensité de panne dans le cas RM
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Modéle de maintenance parfaite

o effet de maintenance est de remettre le systéme en
fonctionnement dans le méme état que neuf.

o le systéme est dit (AGAN).

@ les durées inter-fonctionnement sont indépendantes et de
méme loi.

o l'intensité de défaillance \(t) dépend du passé du processus.
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Modéle de maintenance parfaite
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Figure: Intensité de panne dans le cas RP
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La maintenance imparfaite

@ En pratique, on est entre les deux cas extémes:

- maintenace minimale (ABAO)
- maintenance parfaite (AGAN)

@ Les systémes industriels sont difficiles a remettre a neuf aprés
la maintenance

@ Dans l'industrie la maintenance a un effet plus que minimal
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Le Modeéle général

Déscription du modéle général de Last & Szekli (1998)

A1(t) = A(t) pour t € [0, t1).
> Panne en t; — Rép. avec deg. z € [0, 1]
age virtuel en t; - Vi=01—-21)t.

Xo(t) = A(t—t1 + V1) avec te€ [ty,t).
> Panne en t» — Reép. avec deg. z € [0, 1]

age virtuel en & = Vo=(1—-2)(Vi+t—t).
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Déscription du modéle général de Last & Szekli (1998)

Akra(t) = A(t — t + Vi) pour ty <t < tyyq

Vis (1= zi)(Vker + tk — t1), Vo:=0; to:=0;

| \

Definition
V(t) ==t —tx + Vi, tx <t < tgr1, k > 1, est le processus d'age
virtuel.
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Le Modele général
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Figure: Processus d'age virtuel
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Le Modele général
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Figure: Intensité de panne
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Cas particuliers du modéle

@ Modéle de maintenance parfaite

@ Modéle de maintenance minimale
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Le Modele général

Cas particuliers du modéle

@ Modéle de maintenance parfaite
@ Modéle de maintenance minimale
e Modéle de Kijima (1989)
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Cas particuliers du modéle

@ Modéle de maintenance parfaite

@ Modéle de maintenance minimale

e Modéle de Kijima (1989)

@ Modéle de Brown et Proschan (1983)
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Cas particuliers du modéle

Modéle de maintenance parfaite

Modéle de maintenance minimale
Modéle de Kijima (1989)

Modéle de Brown et Proschan (1983)
Modéle Stadje et Zuckerman (1991)
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Le Modéle général

Cas particuliers du modéle

@ Modéle de maintenance parfaite

@ Modéle de maintenance minimale

@ Modele de Kijima (1989)

@ Modele de Brown et Proschan (1983)
o Modele Stadje et Zuckerman (1991)
(*]

Modele de fiabilité avec réparations alternées (Gasmi (2011))
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

@ Les durées de réparation sont supposées négligeables.
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

@ Les durées de réparation sont supposées négligeables.

@ l'intensité de défaillance du systéme est du type Weibull:

A(x,0) = é(f)ﬁ_l ,a>0,8>0,

o \«

avec 0 = (a, B),
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

@ Les durées de réparation sont supposées négligeables.

@ l'intensité de défaillance du systéme est du type Weibull:

A(x,0) = é(f)ﬁ_l ,a>0,8>0,

o \«

avec 0 = («, 8), a paramétre d'échelle , § paramétre de forme.
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

@ Les durées de réparation sont supposées négligeables.

@ l'intensité de défaillance du systéme est du type Weibull:

A(x,0) = é(f)ﬁ_l ,a>0,8>0,

o \«

avec 0 = («, 8), a paramétre d'échelle , § paramétre de forme.

© Aprés la premiére panne on a toujours une séquence de
réparation alternée (

GASMI SOFIANE Estimation des paramétres d’'un modéle de fiabilité avec rép:



Le modéle de fiabilité avec réparations alternées

Le modele de fiabilité avec réparations alternées

@ Les durées de réparation sont supposées négligeables.

@ l'intensité de défaillance du systéme est du type Weibull:

A(x,0) = é(f)ﬁ_l ,a>0,8>0,

o \«

avec 0 = («, 8), a paramétre d'échelle , § paramétre de forme.

© Aprés la premiére panne on a toujours une séquence de
réparation alternée (réparation imparfaite avec degré ¢ /

GASMI SOFIANE Estimation des paramétres d’'un modéle de fiabilité avec rép:



Le modéle de fiabilité avec réparations alternées

Le modele de fiabilité avec réparations alternées

@ Les durées de réparation sont supposées négligeables.

@ l'intensité de défaillance du systéme est du type Weibull:

x\B-1
A(x,0) = é(f) ,a>0,8>0,
a \«
avec 0 = («, 8), a paramétre d'échelle , § paramétre de forme.
© Aprés la premiére panne on a toujours une séquence de
réparation alternée (réparation imparfaite avec degré ¢ /
réparation parfaite)
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

® (tx)k=1.2,. instants de défaillances
® (z;)k=1_2,. degrés de réparations.

o N(t)=>7211(tx <t) le nombre de défaillances jusqu'a t ,
avec 1(A) est la fonction indicatrice de A

GASMI SOFIANE Estimation des paramétres d’'un modéle de fiabilité avec ré



Introduction
Le Modéle général
Le modéle de fiabilité avec réparations alternées
Estimation d métres
Distribution des durées ir
ion de l'inform
de confiance simultanée
ration numérique et simulation

Le modele de fiabilité avec réparations alternées

® (tx)k=1.2,. instants de défaillances
® (z;)k=1_2,. degrés de réparations.

o N(t)=>7211(tx <t) le nombre de défaillances jusqu'a t ,
avec 1(A) est la fonction indicatrice de A

On pose zx =1 — z, dans le modéle général
oz, prend la valeur 0 pour la réparation parfaite

oz, prend la valeur ¢ pour la réparation imparfaite
(0<c<1)
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

@ Le processus d'age virtuel est donné par:

V(t) = t— tok—2 , b2 St<try
t—[( C)tok—1 + Ctok—a] . tok—1 <t < tog

(k=1,2,...).
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

@ Le processus d'age virtuel est donné par:
_ ) t— o v bk St <tpr1
V(t) =
t—[(1—c)top—1 + ctok—a] . tok—1 <t <ty
(k=1,2,...).
@ On obtient alors le modéle de fiabilité avec réparations
alternées.
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Remarque

Q@ Sic =0 — seulement des réparations parfaites (PR)
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Le modéle de fiabilité avec réparations alternées

Remarque

Q@ Sic =0 — seulement des réparations parfaites (PR)

@ Sic =1 — alternance entre réparation minimale et réparation
parfaite.
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Remarque

Q@ Sic =0 — seulement des réparations parfaites (PR)

@ Sic =1 — alternance entre réparation minimale et réparation
parfaite.

© Si0 < c <1 — alternance entre réparation imparfaite avec
degré c et réparation parfaite.
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

On considére le processus aléatoire ponctuel ® = ((tx, z;))
caractérisé par la donnée de:
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

On considére le processus aléatoire ponctuel ® = ((tx, z;))
caractérisé par la donnée de:
© "the counting process" {N(t), t > 0} d'intensité de
défaillance A(V/(t),0)
avec V(t) =t —ty+ Vi, th <t<txy1, k=12,... est
le processus d'age virtuel
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Le modele de fiabilité avec réparations alternées

On considére le processus aléatoire ponctuel ® = ((tx, z;))
caractérisé par la donnée de:
© "the counting process" {N(t), t > 0} d'intensité de
défaillance A(V/(t),0)
avec V(t) =t —ty+ Vi, th <t<txy1, k=12,... est
le processus d'age virtuel

Q les marques z, , degrés de réparations aux instants t.
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V()

Figure: Processus d'age virtuel

A(t8)

0 t L

Figure: Intensité de panne
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de confiance simultanée

e Soit Ny(t) = § 1{t, < t}1{z, = c} le nombre de
réparations imkp:alrfaites jusqu'a t.

e Soit Np(t) = § 1{t, <t} le nombre de réparations parfaites
jusqu'a t. !

e Soit K(t) = Ny(t) — No(t), (détermine le type de la derniére
réparation)

> Si K(t) =0, alors la derniére réparation est
parfaite

> Si K(t) =1, alors la derniére réparation est
imparfaite
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Estimation des paramétres

La fonction LL pour le processus ponctuel a la forme (Liptser et
Shiryayev (1978))

N(t) !

In L(t; 0) Z In A(V /)\(V(s))ds,

avec V(tk—) =ty —tpe_1+ Vi_1.

GASMI SOFIANE Estimation des paramétres d’'un modéle de fiabilité avec rép:



Estimation des paramétres

Estimation des paramétres

On obtient:

N1(t

InL(t;0) = N(t) (Inﬁ — Bln a> Z In(tak—1 — tok—2)

Nz(t) t
Y It = (1= Ot = ctaea) p — [ A(VIs))ds
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Estimation des paramétres

Pour calculer | = f)\ ))ds on peut utiliser la linéarité de V/(s)

entre deux mstants de défaillances successifs:
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Estimation des paramétres

Pour calculer | = f)\ ))ds on peut utiliser la linéarité de V/(s)

entre deux mstants de défaillances successifs:

Na(t) B
Z tok—1 — tok—2 Z tok — (1 — ¢)tok—1 — Clrk—2
k=1

(c(tzkla— tzk2)>ﬂ} +1{K(t) = 0} (t_at”(”)ﬁ +

1{K(t) = 1) [("‘ — (1= twey = Cme—l)B B (c(er - tNu)_l))ﬁ]

«
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Estimation des paramétres

Les MLE des paramétres « et [ sont obtenues par la résolution du
systéme non linéaire:

dInL(t;0) OInL(t;0)
T Pa 0et a5 0.
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e | 'estimation du paraméter d'échelle « est explicite:
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Estimation des paramétres

e | 'estimation du paraméter d'échelle « est explicite:

avec
Ny (t) Na(t)

Bi(t,B) = (tok—1 — tak—2)” + Z {(tak — (1 = ¢)tok—1 — ctok_2)"
k=1 k=1

—(c(tak—1 — t2k—2))ﬁ} + 1{K(t) = 0}(t — tN(t))ﬁ
+1{K(t) = 1} {(t — (1 — )tnee) — ctugey-1)" — (c(tnge) — tn-1))° }
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Estimation des paramétres

e |'estimation du paramétre de forme (3 est obtenue aprés la
résolution numérique de |I'équation:
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Estimation des paramétres

e |'estimation du paramétre de forme (3 est obtenue aprés la
résolution numérique de |I'équation:

1 1 Ny (t) Na(t)
= In(tox — tok—2) + In(tak — (1 — ¢)tok—1 — Ctok—2
3w | 2 )+ 3 e~ (19 )
_ By(t,5) 3)
Bi(t, )
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Estimation des paramétres

avec
Ny (t)
= Z (tok—1 — tok—2)? In(tak—1 — tok_2)
=il
Na(t)
4 Z {(tok — (1 — ) tok—1 — ctor—2)P. In(tax — (1 — €)tok_1 — Ctax_2)

k=1
—(c(tak—1 — tok—2))? In(c(tok_1 — tox— 2))} + {K(t) =1}
{(t — (1 — )tweey — ctwiy—1)" In(t — (1 — c)tn(e) — Ctage)-1)
— (c(tnge) — taey—1))” In(c(tnge — tae-1))}
F1{K(t) = 0H{(t — tne)” In(t — tee))}-
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Distribution des durées inter-défaillances

@ Soient X; =t — tx_1, k =1,2,... les durées
inter-défaillances.

@ On considére 5 > 1 — l'intensité de défaillance \(V/(t),0) est
croissante.

Hypothése

On suppose que le modéle de réparation (Failure-repair model) est
définit jusqu’a I'instant de défaillance t = t;_.
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Distribution des durées inter-défaillances

Proposition

Soit Xy = ty — tx_1, (k =1,2,.. .), la k€™ durée
inter-défaillance et soit t* (t* > tx_1) fixé. Alors on obtient:

PXk >u| Xk >t" —tk1) = exp {*‘fﬁ {(UJFZL(tk—l ~ )’

—(t* — ty—1 + z (tk—1 — tk—z))ﬁ} } ’

avec u > t* — ty_q.
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Distribution des durées inter-défaillances

Résultat

@ Siz,=0 ,k=1,2,..., alors la durée inter-défaillance X,
aprés une réparation parfaite, suit une distribution de Weibull.

@ Siz, €(0,1) ,k=1,2,..., alors Xi suit une distribution de
Weibull tronquée.

0, u<0,
Ao () =19 Z(u+z (k1 — t2))’ - exp{—a" [(u+z (tk1 — tu—2))
—(z (k-1 — te—2))?] }, u> 0.
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Estimation de |'information de Fisher

@ Comme le vecteur § = (a, ) n'est pas obtenu explicitement, |l
est impossible de trouver la distribution exacte du MLE.

@ On donne une approximation de la matrice d'information de
Fisher /().

@ Soit § = (01,02) avec 01 = ac et 6 = 5.

o L'élément de la matrice /(0),
Irs(0),r,s € {1,2}, peut étre approximé par:

5 d%In L(x, )
hs(0) = = 90,00,
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Estimation de |'information de Fisher

e La matrice d'information de Fisher observée est donnée par:

_32 In L(x,0) 0?In L(x, )

[ 00> 0adp
_32|n L(x,8) _62|n L(x,0)
00 02

e On peut approximer la matrice de variance-covariance et on

Vin. Va2 —1
V = =/
( Vor Vo >

obtient:
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Estimation de |'information de Fisher

e La distribution asymptotique du MLE (&, ) est donnée par:

(5)~~((5) (a w2))

B B )"\ Vo Va

e Si on remplace les paramétres «, 3 par leurs correspandants MLE
on obtient alors une estimation de V, notée V:

avec ITJ = [;j sont obtenus si on remplace («, 3) par (&, B).
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Estimation de I'information de Fisher

Estimation de |'information de Fisher

e On obtient les 100(1 — /)% intervalles de confiance des
paramétres «, (3 suivants:

64:1:2% VH, Bﬂ:z%\/ﬁy

avec zz est le 5-te percentile la loi N(0,1).
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Région de confiance simultanée
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Région de confiance simultanée

e Méthode: Le quotient de vraisemblance (LR)
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Région de confiance simultanée

e Méthode: Le quotient de vraisemblance (LR)
e Sous certaines conditions de régularité (Miller 1981)
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Région de confiance simultanée

e Méthode: Le quotient de vraisemblance (LR)
e Sous certaines conditions de régularité (Miller 1981)

Le log-likelihood ratio (LLR) g = 2 {ln L(x,0) — In L(x, 9)}

converge en distribution vers une loi x? a 2 degrés de liberté
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Région de confiance simultanée

e Méthode: Le quotient de vraisemblance (LR)
e Sous certaines conditions de régularité (Miller 1981)

Le log-likelihood ratio (LLR) g = 2 {ln L(x,0) — In L(x, 9)}
converge en distribution vers une loi x? a 2 degrés de liberté

o X%—mz = —2Inv est le (1—v)-quantile de la loi x? a 2 degrés de
liberté

v
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Région de confiance simultanée

e On étudie le cas de n modéles de réparation (Failure-Repair
model) indépendants.
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Région de confiance simultanée

e On étudie le cas de n modéles de réparation (Failure-Repair
model) indépendants.
e On obtient alors la région de confiance simultanée suivante:

n [ Ni(t) Ni(t)
(B—5) Z Z Inx o1+ Z In(x1.2k + €X1.2k—1)
=1 \ k=1 k=1
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Région de confiance simultanée

n_ (M) Ni(t)
G= Z{ Z (x126-1)" + Z {(XI,2k + exi2k1)” — (CX/,2/<71)6}
=1 \ k=1 k=1

+1{K(t) =1} {(f — tynige) + X)) — (CXI,N’(t))B}

+1{K(t) = 0}(t - t/,N’(t))ﬂ}
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[llustration numérique et simulation

e Estimation des paramétres « et S pour ¢ = 0.2.
e Soient n = 100, t = 10.
e Soientaa =1, f=2.
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e Les estimations des paramétres sont & = 1.0070 et B = 1.9031.
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e Les estimations des paramétres sont & = 1.0070 et B = 1.9031.
e L'estimation de |'information de Fisher est:

j(6) = ( 564000 —5.4587
~ \ —5.4587 5.0843
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e Les estimations des paramétres sont & = 1.0070 et B = 1.9031.
e L'estimation de |'information de Fisher est:

j(6) = ( 564000 —5.4587
~ \ —5.4587 5.0843

o Var(&) = 0.1394 et Var(f) = 0.4281.
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e Les estimations des paramétres sont & = 1.0070 et B = 1.9031.
e L'estimation de |'information de Fisher est:

j(6) = ( 564000 —5.4587
~ \ —5.4587 5.0843

o Var(&) = 0.1394 et Var(f) = 0.4281.

e On obtient respectivement les 95% intervalles de confiance des
paramétres «, 8 suivants:

[0.2754, 1.7386], [0.6207, 3.1855].
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e L'erreur quadratique moyenne (MSE) de & et B:

s 250 500 750 1000

MSE(&) 0.000496 0.000483 0.000462 0.000454
MSE(5) 0.008100 0.008039 0.007462 0.007103

Table: MSE de & et 3
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[llustration numérique et simulation

e Région de confiance simultanée de & and 3 pour n = 100 et
v = 0.05.

LT

1-5%,88 0.1 0.9a 0.7 1.00 1.08 1.06 1.09 1.12

Alpha
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[llustration numérique et simulation

e Région de confiance simultanée de & and 3 pour n = 300 et
v = 0.05.

L

179,92 0.96 0.97 0.99 1.01 1.0z 1.04 1.05 1.07

Alpha
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[llustration numérique et simulation

e Estimation des paramétres « et S pour ¢ = 0.4.
e Soient n =100, t = 10
e Soientaa=1, g =1.2.
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e Les estimations des paramétres sont & = 1.0060 et B = 1.1937.
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e Les estimations des paramétres sont & = 1.0060 et B = 1.1937.
e L'estimation de |'information de Fisher est:

/(QA)— 19.3536 —8.3425
-\ —8.3425 16.2061
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e Les estimations des paramétres sont & = 1.0060 et B = 1.1937.
e L'estimation de |'information de Fisher est:

/(QA)— 19.3536 —8.3425
-\ —8.3425 16.2061

e Var(&) = 0.0664 et Var(5) = 0.0793.
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[llustration numérique et simulation

Résultats

e Les estimations des paramétres sont & = 1.0060 et B = 1.1937.
e L'estimation de |'information de Fisher est:

/(QA)— 19.3536 —8.3425
-\ —8.3425 16.2061

e Var(&) = 0.0664 et Var(53) = 0.0793.

e On obtient respectivement les 95% intervalles de confiance des
paramétres «, 8 suivants:

[0.5012, 1.5108], [0.6418, 1.7456].
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[llustration numérique et simulation

e Région de confiance simultanée de & and j pour n = 100,
c =0.4 et v=0.05.

L

11355 0.96 0.57 0.9 1.00 1.0z 1.0 1.05 1.06

Alpha
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[llustration numérique et simulation

e Région de confiance simultanée de & and j pour n = 100,

c=0.7 et v=0.05.

/

R
L=~
1.0%.55 0.69 0.983 0.97 1.01 1.05 1.09 1.13 1.18

GASMI SOFIANE

Alpha
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