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Les données

Les données consistent en des informations concernant

» les dates des contrbles préventifs et I'état de dégradation du
systeme découvert lors de ces contrbles

» les dates de défaillance

[ Individu | date du constat | Etat du systéme |
1 01/01/1995 Controle : RAS
1 01/06/1995 Contrdle : RAS
1 01/11/1995 Controle : Usure non significative
1 01/01/1996 Controle : Remplacement
2 01/01/1995 Contrdle : RAS
2 15/04/1995 Fuite : Remplacement




Les données

Lors des contrbles préventifs (appelés visites), le systeme peut se
trouver dans 3 états

» état sain noté S
» é&tat dégradé léger noté DL
» état dégradé significatif noté DS



Les données

Lors des visites

» Sile systeme est constaté dans I'état sain (S) ou dégradé léger
(DL), il n'y a pas d’action de remplacement

» Sile systéeme est constaté dans I'état dégradé significatif (DS), la
piece est remplacée, le systeme est remis a neuf, il revient dans
I'état sain (S)

En dehors des visites, il peut survenir des défaillances. Lorsque le
systeme tombe dans I'état défaillant (D), il est aussitot remis a neuf, il
revient donc dans I'état sain (S).



Modélisation

Nous modélisons les temps de passage d’'un état a 'autre de la
maniére suivante

» Etat sain (S) — Etat dégradé léger (DL) : Y'
» Etat dégradé léger (DL) — Etat dégradé significatif (DS) : Y
» Etat dégradé significatif (DS) — Défaillance (D) : Y ¢

S

DL DS D
| | | |
0 Vi Ys s VI zd

FIGURE: Notations

On suppose que Y', YS et Y9 sont des v.a. deux a deux
indépendantes. Onpose ZS =Y' +YSetZ9 =Y! +VYs 4 Y4,



Modélisation

Nous notons c la périodicité des visites.

Remise aneuf
s V(9 V (DL) vV (DS)
DL DS
| ! I ! ‘ ‘
e P
0 I Ys s ¥ zd
FIGURE: Constation d'une DS
Remise aneuf

s V(9 V (DL) T Visite prevue si pas de defaillance

‘ DL ‘ DS D !
| |
] ]
0 YI Zs d

FIGURE: Pas de constatation de DS



Remise a neuf

La date de la visite qui suit une DS est donnée par

VS =c[z%/c],
ou [x] désigne la partie entiére supérieure de X.
Linstant de la premiére remise a neuf est donc donné par

X" = min (vs,zd),

i.e. le premier instant ou
» soit une DS est constatée (X" = V*)
» soit une défaillance arrive avant la visite suivant la DS (X" = zZ9).



Dates et Nombre de Remise a neuf

La k'®me date de remise a neuf s'écrit
Te = X1 +...+ X,
avec la convention T§ = 0, ou les (X )i>1 sont des v.a. i.i.d de loi

min (Vs,Z9).
A l'instant t, le nombre de remises a neuf est donné par :

N{ = Iy =suptk >1:T{<t}, supl=0.
k>1
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Rappel sur les processus de renouvellement
Soit N le processus défini pour toutt > 0,

Np:§:ln§tzsumkgzl:Tk§tL sup( =0,
k>1

ou Ty = X1+ ...+ X, les variables aléatoires (X )x>1 étant positives
i.i.d. de fonction de répartition F, telle que F(0) < 1.
La loi des grands nombres pour les processus de renouvellement
donne

im N 1

twoo t E[X]
presque slrement (on a aussi convergence dans L1).

Si E(X) et V(X) sont finies, le TCL pour les processus de
renouvellement donne

. t(E(X))® /N 1
im0 (%~ mg) VO
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Comportement asymptotique du nombre de remises a
neuf

La loi des grands nombres pour les processus de renouvellement

donne
lim N—‘r* -
t—oo t _E[Xr]

presque strement et dans L.
Le theoreme de la limite centrale nous donne l'intervalle de confiance
a 95% pour

1 [ V(X" 1
3 —1.96 % t(E(X))? EXT) + 1.96 *




Comportement asymptotique du nombre de
défaillances

Le processus (Ntd )t>0 du nombre de défaillances est aussi un
processus de renouvellement. Le temps entre deux défaillances est

X9 =>"X, avecT:inf{i21:Vi5>Zid} inf() = +oo.
i=1

Ona
N8 1 N8 E[XT
im — =_———, im — ==
t—+oo t E[Xd] t—+oo N,[r E[Xd]

presque strement et dans L. De plus

E[X"] N
d| _ m t S d
E[X } - P(Vs > zdy’ donc t—ll+oc Ny ]P)<V =2 )

En effet, 7 est un temps d'arrét donc E [X9] = E[r]E[X"] et 7 est de
loi géométrique de paramétre P (VS > Z9).



Comportement asymptotique du nombre de
dégradations significatives

Le processus (N¢)i>o du nombre de dégradations significatives est
aussi un processus de renouvellement. Le temps entre deux visites

révélant un état (DS) est

Xs = ZX{, avec o = inf{i >1:V8 < Zid} inf() = +oo.
i=1

Ona
. NS 1 . Nf_IE[Xf]

S
lim -t = —L =
to+oo t E[Xs]" to+eo N E[XS]’

presque sirement et dans L.

E[X' . Ng

X] dou lim b —1-P(ve>2z9).
t

S1 —
IE[X]*1—19>(VS>zd)’ t-+o0 N



Temps passé dans I'état (DS)

Soit 67 le temps passé dans I'état (DS) jusqu’a l'instant t. Dans
lintervalle | T} _,, T!], le temps passé dans I'état dégradé significatif
est X; — Z¢. Par conséquent,

N

o= -z + (LT - Zia)

k=1

tps passé dans I'état DS depuis la derniére RN
En encadrant 67, on trouve :

lim o _EX =27
totoo t E[X]

presque sdrement et dans L.



Temps passé dans I'état (DS) : Preuve de la
convergence presque s(re

N Ny +1

DXe-Z)<0E< > (X -2,

k=1 k=1



Temps passé dans I'état (DS) : Preuve de la
convergence presque s(re

d’ou I'on déduit immédiatemment que

N{+1
(X = Z)-
k=1

Nlr S r
D BRSPS e
t k1 Ny N{ N +1

et la loi forte des grands nombres implique que
. 0¢ - s '
liMy_ 400 Nit{ = E[X" — Z%] avec probabilité 1. Comme 97‘ =X

obtient la convergence p.s.



Temps passé dans I'état (DS) : Preuve de la
convergence dans L*

Ny N +1

E[Y (% -Z) ]<E[0t]<E[Z Xk —Z) 1,

k=1 k=1



Temps passé dans I'état (DS) : Preuve de la
convergence dans L*

k=1 k=1

Ny N{+1
E [Z Xk — st)] <E[ff]<E [ Xk — ZE)] ,
Puisque N{ + 1 est un F-temps d'arrét
N{+1
E > (X —Z9)| =EN{ +1] E[X" - Z°].
k=1
La convergence dans L! de N/ /t implique

. E[6f]  E[X"-2Z3]
lim <
t=+oo 1 E [Xr]




Temps passé dans I'état (DS) : Preuve de la
convergence dans L*

k=1

N{ N{+1
E [Z (X — ZE’)] <E[}f] <E [Z (X = ZE)] :

E{Z ] ZE[ ~Z%) 1Tr<t} E[(X! — Z5)N/].

k=1 k>1

Le lemme de Fatou donne liminf; ., % E[(X] —Z7)N{] > %
et donc _— EIX _ 75
lim [ t] > [ B ]

t—4oo t - E [Xr]




Comportement asymptotique du nombre de visites N/

Le nombre de visites effectuées dans l'intervalle | T _,, T] est
Ky = V2 /c = [Z¢/c]. Par conséquent, le nombre de visites avant t

est
N{
NY =3 K! + {(thg,{)/cJ
i=1 —_—————
nb de visites depuis la derniere RN

En encadrant N par E[N[K'] < E[N'] < (E[N{] + 1) x E[K"], on
montre que
Ny E[V9
im — = ,
t—+oco t cE[X"]

presque srement et dans L.
Remarque : NV n’est pas un processus de renouvellement.



Comportement asymptotique du nombre de visites
dans I'état sain N/

Dans l'intervalle | T _,, T/], on dénombre | Y| /c| visites révélant
I'état sain. Par conséquent,

N =S ([yise]) + Vt _TN{Z AYN{H‘

k=1

Comme précédemment on a
n

lim '\ift —EXT'E HY'/CH :

t—+o0

presque slrement et dans L.



Temps passé dans I'état sain (S)

De la méme maniére, dans l'intervalle | T _,, T}] le temps passé
dans I'état sain est Y. Jusqu'a l'instant t, 6" est

Ny
n __ | | r
0= Ye+ YA (t —TN{) .
k=1
Toujours les mémes arguments donnent

o E[Y']
lim — = .
t—-+oo t E[X]

presque sdrement et dans L.



Comportement asymptotique du nombre de visites
dans I'état dégradé léger (DL)

|
Dans l'intervalle | T{_;, T{], on dénombre K — {%J — 1 visites dans

I'état dégradé léger. Par suite,

N!-}j(Ki—[WUaD*'Kt_T&/QJ_\KI_T&ZAYW+1

k=1

Ona |

|mA&:EmT4E%thmH

t—4oo t

presque slrement et dans L. En fait, NY = N + N + N/.



Temps passé dans I'état dégradé léger

De la méme maniére, dans l'intervalle | T _,, T}] le temps passé
dans I'état dégradé est Y$. 6} est donné par

Ny
b= Y+ ((t - Tr{q) ANZNig1 — Yr|\|{+1)+,
k=1

et, presque slrement et dans LL!,

im % = E[X] "E[Y].

t—+oo t



Résumé

Processus Notation | Taux asymptotique
Nb de remises a neufs N' X

Nb de défaillances Nd %;Td)

Nb de dégradations significatives NS %;,Tzd)

Asymptotiguement, N" se comporte comme un processus de Poisson
de paramétre ﬁ. Si (Bk)k>1 est une suite de v.a. i.i.d. de loi

B(P(VS > Zz9)),ona

NC=NEENS, NE= D 4, Ne= Y (a8

1<k<N; 1<k<N;



Résumé

K" désigne le nombre de visites effectuées entre deux remises a neuf

Processus Not. : "T t~1x Processus
—+400

Nombre de visites NY E K" /E[X"]

Nb de visites dans I'état (S) N" E LYT'J JE[X"]

Nb de visites dans I'état (DL) | N' | E K" — [%'] JE[X"]

Temps passé dans I'état (S) on E[YT]/E[X"]

Temps passé dans I'état (DL) | &' E[YS]/E[X]

Temps passé dans I'état (DS) | 6° E[X" — Z3]/E[X"]
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Comportement asymptotique de I'état du systéme

On note E; I'état du systéeme a l'instant t. Comme les défaillances
sont réparées immédiatement, le systeme ne peut se trouver que
dans 3 états presque slrement :

» 0 : le systeme est sain (S),
» 1:le systeme est dégradé Iéger (DL),
» 2 :le systeme est dégradé significativement (DS).



Comportement asymptotique de I'état du systéme

Soit D; I'age du systeme a l'instant t, i.e. Dy =t — T,{l{. (Et, Dt)t>0 est
un processus de Markov homogene de loi connue, et pour toute
fonction f mesurable bornée

E(f(Eos, Doo)) = IE(;r)/Ooof(O,t)]P’(Y' >t +F(LOPY <t,YS >t)

FF2,0)P(YS < t, X" > t)dt.

On retrouve la densité de D : % et on en déduit la loi de I'état
du systeme en I infini
_ oy EIY] oy BIYS]
P(Eoo_s)_ma (oo_ )_Wv
r__—7s
P(E.. = DS) = EX' — 27

E[X"]
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Cas particulier de la loi exponentielle

On suppose que Y' ~ E(u), YS ~ E(us), et Y9 ~ £()). Ona
1 1 1 1
EX=—+=+IP(V®>2Z%) = —
X' Ms+ul+)\ ( ~ ) AL

ou, pour us # i # A

—AC _ A—usC —XC _ A—pC
P(Vs>zd):1_ 4 s (e e 1 e e 1 )
o — s Us — A 1—e#sc w— A 1—e—wc

1 M s
E[K' = — <1_e_usc “ 1 e—nc)"
S

sV = 1o

1—e-wme



Comportement asymptotique de I'état du systéme

La loi de I'état du systéeme quand t tend vers I'infini est donnée par

1 1
P(Es. =S) = WEXT P(Es =DL) = LB

P(E., =DS) = %E[;rlp(vs >z%).




. r
lllustration de la convergence p.s. de %

On considére le jeu de parameétres iy = 2.1073, s = 103 et
A = 104, On fixe aussi ¢ = 3190.

Evolution ps de N°r_T/T

3450
3.40e-04
3.35?04:
3.30?;0*’
3.25&-0‘}:
s.zoe—(m:
3.15e-04
3. 109704:

e
3.05e-04 [—— n_T/T
|~ reference

3
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T

~ N{
FIGURE: Convergence presque sire de -



. Nd
lllustration de la convergence p.s. de -

On considére le jeu de parameétres iy = 2.1073, s = 103 et
A = 104, On fixe aussi ¢ = 3190.

Evolution ps de N"d_T/T

e~
8e-05-|
7e-05

6e-05-|

5e-05-|
4e—us:
3e-05-
29705:

1605 | — Nra_TIT
|~ reference
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0.0e+00 5.0e+05 10e+06 15e+06 2.0e+06 2.5e+06 3.0e+06 3.5e+06 4.0e+06 4.5e+06 5.0e+06
T

~ N{
FIGURE: Convergence presque sire de -
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Méthode asympotique

Nous nous plagons dans le cas de lois exponentielles. Les formules
précédentes permettent d’estimer les parameétres de maniere simple
en supposant la période d’observation suffisamment longue. En effet,

. N[ e w¢

lim L= "
t—+oo N/ 1—e-wc

. 1 H Hs

lim =E[K'] = — i
t—4o0 (K] = W — s (1 —e #HsC 1 —e-mc ]’

NV
N
t
3
H _ S
(),
im L+ —
t—>+ooN

1 01 1
=4+ =4z ]P’(VS>Z)
meo ps A

De la premiére équation, on déduit que

1 Nf
= lm_—¢ log <N+N> - @)



Méthode asympotique

On obtient us en résolvant numériquement la deuxieme équation : ug
est solution de

1 Ny . N

———— = lim —tr—ﬁ lim —L.
1—e#s t—+o0 Nt M) t—+o0 Nt

Ce qui, compte tenu de la troisieme équation fournit

“m :LL|,USNtd
e st — N (s + )

A:



Comparaison avec 'lEMV

Nous pouvons estimer les parametres i, pus €t A par EMV. Sur un jeu
de données simulées

w =103 s =510"% A=10"* ¢ =1000, T =108

La méthode asymptotique et 'TEMV ont donné les résultats suivants

Méthode I s A logvraisemblance
EMV 1.000777e-03 | 5.18232e-04 | 9.213594e-05 -96255.75
Asymptotique 1.0008e-03 5.052e-04 1.009e-4

Méthode temps de calcul (s)
EMV 293
Asymptotique <1074




Convergence de p;

0.0015

convergence of mul

0.0014-

0.0013+

0.0012—

0.0011

0.0010

0.0009-

0.0008-

0.0007
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Convergence de ys

convergence of mus

0.0011
B —ref
0.0010 — approx MA
— approx EMV
0.0009
0.0008—
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Convergence de A

4.0e-04

convergence of lambda

3.56—04;
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Nous décrivons dans cette section une méthode pour déterminer une
périodicité optimale des visites. Lidée principale est de minimiser a la
fois les visites “inutiles”, c’est a dire les visites pour lesquelles le
systeme est dans I'état (S) ou (DL), et le nombre de défaillances.



2 fonctions de codt : premiére idée

La premiere idée consiste a minimiser la somme de la probabilité
d’obtenir une visite “inutile” et de la probabilité d’obtenir une
défaillance. On s’intéresse donc a la quantité

1 1
H(e)=5 P(@°>c) +§}P’(Zd gc).

visite inutile défaillance



2 fonctions de codt : seconde idée

La période d'observation étant [0, T], on choisit ¢ de sorte a
minimiser NI + N¢ (N} désignant le nombre de visites “inutiles”, c’est
a dire le nombre de visites pour lesquelles le systéme est dans I'état
(S) ou (DL)),

INE 1INE 1 Nt 1NS 1 NS
ST(C):,JJF,J:, 1— T )4+ T (1T},
2NY 2Ny 2 Ny 2Ny 2 NY

Si on suppose que la période d'observation est longue, on peut
choisir ¢ en minimisant S(c) = limr_, o, St(c) soit

1 cP (VS <Zz9)
Sl)=3 (1—15[\,31)7

fonction dont nous avons une formule explicite.



Graphede H et S

On choisit le jeu de paramétres jy = 2.1073, s = 1073, A =5.103

mul=2.10-3, mus=10-3, lambda=5.10-3, alpha=100%

0. 49’:
UABE
ou{
0#’36{

0.45-

T T T T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

FIGURE: Evolution de H et S en fonction de ¢



Conclusion

La méthode asymptotique est trés rapide et donne de bons résultats.

» Il nous manque des intervalles de confiance sur nos estimateurs
issus de la methode asymptothue (donc un TCL pour des

guantités du type

» Nous avons suppose la périodicité des visites constante.
Comment généraliser cela ?
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