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Processus de défaillance en fiabilité du logiciel

lodéle auto-excité
Modeles DIDE et conditionnellement DIDE

Séquence des dates de détection d’une défaillance : {7}, >1
Aprés chaque défaillance :

» correction ou non
» puis relance avec durées de corrections considérées comme
négligeable ou pas pris en compte
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Processus de défaillance en fiabilité du logiciel e _
Modéle auto-excité

Modeles DIDE et conditionnellement DIDE

Processus ponctuel

Une suite de variables aléatoires positives {71}, },>1, toutes définies
sur (2, A, P), telle que

Q1 >0,
Q@ 7,<Tht1siT,<+oc0et Tt =1, siT, =+0c0.

La suite {X,,},,>1 des durées d’inter-défaillances

D o Toi1—T, siT, <40
ntl 0 si T), = +00.

Le processus de comptage des défaillances {N;};>

+o0
No:=0 ett>0 Ny=card{n>1|T, <t}:=> 1<y
n=1
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Processus de défaillance en fiabilité du logiciel

Modeéle auto-excité
Modeles DIDE et conditionnellement DIDE

Spécifier la loi du processus {7}, },>1, c’est spécifier ses lois
de dimension finie : (T1,...,T,) pour n > 1

@ Construction « récursive » de la séquence {7}, },>1 : spécifier la
loi de T}, a partir du passé, ici (T1,...,T,—1)

n
le,...,Tn (tla e 7tn) = fT1 (tl) H ka|T’1€*1:t’1“*1(tk)
k=2
T =11+ Xy : pour t > tp_q,

P{Tp <t | TV =ti 7} = P{X, <t =t | TV = 817"}
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Processus de défaillance en fiabilité du logiciel

Modeéle auto-excité
Modeles DIDE et conditionnellement DIDE

Une construction possible = une famille de taux de hasard des lois de X,
conditionnellement aux Tll‘“'f1 pour k >1:

_ ka‘T’fflztffl (‘T)
CP{Xp x| TV =)

T'XkITllc—lztllc—l(fL') x> 0

On parle alors d'un modele de défaillance auto-excité J

Intensité stochastique d'un modéle auto-excité

Ao = rx, (0) et pour tout t > 0, par
Ao = Z T Xpa|TT (t - Tn) 1{Tn<t§Tn+1}
n>0
- Z TXa 77 (8 = Tn) Lo =n}-
n>0

&« (N, Tn,_,...,T1) ou MN(HY). avec HY = (N, s <)

James Ledoux FIMAO06 — Grenoble

6/26



Processus de défaillance en fiabilité du logiciel

Modéle auto-excité
Modéles DIDE et conditionnellement DIDE

Modele DIDE

Vk > 1, TXk|T]f’1:t’f’1(x) =\

At = AN,_+1

alors
@ {X,}n>1 sont indépendants et X,, ~ E(\y)
@ la séquence {\,,},>1 donne un moyen de gérer la qualité de
la correction

» A\pt+1 < A, : croissance de fiabilité
» A\,11 = A, : stabilité
» A\,411 > A, @ dégradation

Q@ Ri(7) =P{Niyr — Nt | erv} = eXp( AN+1T) et
MTTF; = E[Tn,41 — t | HV] =

)\N +1

Exemples : Modele de Jelinski-Moranda, modéle géométrique de

Moranda
James Ledoux FIMAO06 — Grenoble
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Processus de défaillance en fiabilité du logiciel e _
Modéle auto-excité

Modéles DIDE et conditionnellement DIDE

Modeles conditionnellement DIDE

Ht:HivﬁHt:Hiv\/fo

/\t(Ht) = h(Nt_, fo)

© Analyse Bayésienne des modeéles de Jelinski-Moranda, de
Moranda :

Fo={N,¢}  Fo={N,p}

@ Exemple fondamental : la suite {\,},>1 est une suite de v.a.

Fo={An}n>1

® Littlewood [Lit81], Littlewood et Verrall [LV73]
@ {A,}n>1 est une chaine de Markov : Modéle Markovien caché
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Modéles « boite-noire »

HMC discréte pour la fiabilité des logiciels Modsles « bofte-blanche »

(Xn, Ap)n>1 chaine de Markov cachée

@ {A,}n>1 est une chaine de Markov homogene;

@ les durées d'inter-défaillance {X,, },>1 sont indépendantes
conditionnellement a {Ay, }n>1;

© L(Xj| A, n>1) nedépend que Ay pour k > 1

» {X,}n>1 le processus observé, {A,,},>1 le processus état.
» Une conséquence de {A,},,>1 Markov (homogene) :

E[An-l-l ’ A?] = E[An—H ’ An] = f(An)-

> x :la correction entraine une décroissance de fiabilité;

| 2
>
> = x : on a stabilité.

effi
() < x :la correction apporte une croissance de fiabilité;
()
()

f
f
f
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Modeles « boite-noire »
Modéles « boite-blanche »

HMC discréte pour la fiabilité des logiciels

Justification théorique [Sol88, GS92].

Dans un profil opérationnel Poissonnien homogene avec correction
immédiate, il existe une chaine de Markov {A; },,>1, tel que,
conditionnellement a {A,, = A\, },,>1, les durées inter-défaillances
X, sont indépendantes et de lois exponentielles £(\,,)
respectivement.

» Modeéle de Basu et Ebrahimi [BEO3] : f(z) =«
» Modeéle proportionnel lognormale [GLS94] : f(z) =z ¢
» Modeéle de correction imparfaite [Gau99] :
fl@) =0 —-a=PBlx+us
» Modeéle de Durand et Gaudoin [DGO5] : {A;,},>1 est une
chaine de Markov a espace d'état fini :

flz) = ZAeE AP (2, )
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Modéles « boite-noire »
Modeles « boite-blanche »

HMC discréte pour la fiabilité des logiciels

Modeéle de type Cheung [Che80]

Un logiciel avec un nombre fini de modules {e1,..., e} :
» Un graphe de contrdle du logiciel est supposé étre une chaine
de Markov {Z,, }»>0 : Zy, := module exécuté a la date ¢
» Modele de défaillance : quand le module e; est actif :

» une défaillance apparait avec probabilité p; ;
» quand une défaillance survient dans e;, le controle est redirigé
vers le module e; avec probabilité a(i, j)

» Le SRM est la combinaison des deux modéles précédents.
» Le délai pour recouvrer un état opérationnel est négligé;
X,, le module actif a n dans ce modeéle et

N,, le nombre de défaillances anet Y, := N, — N,_1

Alors {(Y},, Xp) }n>0 est une « chaine de Markov cachée »
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Modeéles « boite-noire »
Modeles « boite-blanche »

HMC discréte pour la fiabilité des logiciels

C'est a dire, {(Y;,, Xy,) }n>0 est une chaine de Markov homogéne
d'espace d'état {0,1} x {e1,...,en} telle que

P{ (Yn’Xn) = (kvej) | (Yn—len—l) = (l7ei) }
= IP){ (Yo, Xn) = (k. ;) | Xn—1 =€ }
=: Di(1,7)

ou

DO(Za.]) = (1 _pl)P(Zvj) and Dl(za]) :pia(iaj)

» La chaine {X,,},>0 admet P = Dy 4+ D; comme matrice de
transition
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Considérons une HMC {(Y5, X)) }n>0 ¢

» L(0;Y) : la vraisemblance des données observées pour un paramétre 6 sachant
les observations Yy, ..., Y,
Trés souvent, L(6;Y") est fortement non-linéaire en @ et est difficile 3 maximiser
» Soit L¢(6;Y, X) la vraisemblance des données complétes pour le paramétre,
incluant également les données manquantes.
Cette fonction est souvent explicite et facile a manipuler comme fonction de 6.

Pour 0 une estimation du parametre, on définit

(étape-E) Q" 1 8) = Eg[log (0% Y, X) | Yo, .., Ya,
Alors
(étape-M) 9 = arg max Q%] 0)

fait croitre la vraisemblance des données observées

L(0:;Y) > L(6;Y)

Cette procédure est itérée.
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

HMC en temps continu

Algorithme EM pour les HMC

ij=1,...,n}

Formules pour le modele de type Cheung

0= {DO(Z./)le(’aJ)
ey Di(i,j) = 1.

satisfaisant, pour i =1,...,m, Z}C:O Zj:

une estimation initiale 6

@ Initialisation

@ Posons 0 := 0,,

Ek,ij

——, 4q,j=1,...
O(Z)n

Dy(i,j) :=

Lkl = EG[Z Lix,=e; i=k, X1_1=¢:} | Fy] k=01

=1

(2)
@), o= Ee[z Lix, —ey | FY .

=1

3)

James Ledoux
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Les formules (2,3) peuvent étre considérées comme

@ soit des fonctionnelles des espérances conditionnelles des
statistiques de base

1{Xz:€i}’ 1{Xz—1:€i,Xz:6j1Yz:k‘}

& Lissage : P{X; =¢; | FY},1=0,...,n— 1.
» Approche avant-arriére ou de Baum-Welch
» Lissage récursif

@ soit des espérances conditionnelles des fonctionnelles additives
de chafnes de Markov

n n—1
£5L7U = Z 1{Xl—1:€i7Xl:ej7Yl:k}’ 07(:) = Z 1{Xl:e"}
=1 1=0

@ Filtrage récursif
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

)?l(f\)ﬂlm(i) '
E?:l XI(Z)ﬂ”n(Z)

oll les vecteurs 3y, et X; sont calculés a partir des deux passes récursives
bien connues :

P{Xi=¢; |F} =

Forme Avant-Arriere d’'EM [Rab89]

Filtrage avant. c¢p:=1 and )?0 =0
fori=1,...,n: ¢ := Xl,lDyllT
Xl = Xl—lDYl/Cl
Lissage arriere. (3, :=1/cp
fori=n—1,...,0: By, :== Bl+1|nD)—2/cl

Pour chaque itération :

le coiit de calcul est linéaire en le nombre d'observations n, quadratique en le
nombre d'états cachés et

le colit de stockage est linéaire en le nombre n d’observations.

James Ledoux FIMAO06 — Grenoble
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Lissage récursif pour I'état [CMRO5]

Notations identique a celles de I'algorithme avant-arriére.
Onapourl<n+1,

m
Y o o
P{Xl = € ‘ IE‘n-|-1} = ZVl,n—&-l\n—i—l(%])
j=1
N SN o _ Y
ol Vi ni1jnt1(6,J) = P{Xi = e;, Xny1 = €; | Fppq }-
La matrice v, 1)n 41 Satisfait I'équation récursive suivante
Vintintl = VpnDYopr/Cnt1-

~

avec Yy, | i= diag(Xy,) for n > 0.
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Filtrage récursif [Led05]

x est distribution de X
e;,i=1,...,m est le i€ vecteur de la base canonique de R™.

Q@ OWXy = x0(i)e; et pour n € N

_ O X T () e
X,y = 00X, DYA"+1 + X, (1) e; DynH.
X, Dy, 17

Q@ LFiXy=0etpourn €N

Lk X, Dy, ., N Dy (i, ) X (i)
X, Dy, 17 X, DplT

X
/L ’”XnJrl = 1{Yn+1:k} €;.

Notons que O, = O X,17 et L% = £kii X, 17,

A chaque exécution : le colit de calcul est linéaire en le nombre d’'observations et

d'ordre 4 en le nombre de parametres
Le coflit de stockage ne dépend pas du nombre d’observations
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu
X =my
X = mo -
N oo — oo —
)\1’2 ! O | l
)\2’1 I I | s 3 3
VAR N PG
3 : | | |
N, : b —
I I ‘ | I

—

Ty=0T T Ty 15 Ts Tr Ty

Littlewood [Lit75] { Do(i,i) = — Z#i Qi, j) — N Dq(i,i) = N ’
MMPP : DO = Q - diag()\,-) Dy = diag()\i)
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Modele de Littlewood
Un processus de Markov bivarié {(NNV¢, X¢) }+>0 ou
» {N:}i>0 est le processus de comptage des défaillances et

» {X:}i>0 est un modéle Markovien d'échanges de contréle
entre les modules du logiciel.

{N¢}>0 est un PAI conditionnellement a {X}+>o.

Le modele est paramétré par le vecteur
0 ={Dy(i,j), k=01 4,j=1,...,n}

L(O;t1,... 1)
= aexp (Dotl)Dl exp (Dg(tg — tl)) < exXp (Do(tk — tk_l))Dl]_T.
avec a = (P{Xo =€;})i=1...n.

James Ledoux FIMAOQ6 — Grenoble 20/26



Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret
Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Algorithme EM

Formules pour (re-)estimer 6 3 partir de F)¥ := o(Ng,s < 1) :
@ Initialisation : estimation a priori de 6
@ Poser 6 :=0,,
B[ Yocscr L{xs =i X,=e;) AN, | FYY]
Eo[ fy Lix,=eiyds | 7]

Do(i,j) — Eo[ > ocsct Lix,_=e; Xo=¢;} (1 — ANG) | FY]
? - t
i £ j Eg[ [y Lix,=eiyds | FYY]

© Retourner en 2 jqa satisfaction d'un critére d'arrét

D1 (i,5) =
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret
Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Approche Forward-backward : ok [Ryd96, KLL03, REDQ6]

—

t
O('L)t = / ]P){Xs =€ | HiN}dS
0
.. t
Ei?ﬂj — / P{ANS = Ovaf = ei?Xs =€ | Hiv}ds
0
.. t
£ = [PIAN. = L X =i Xo = ) | 1Y )ds
0

en rappelant que ¢t = .
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ations possible en temps discret

-
Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

fo(z) = exp(Doz) et fi(z) = exp(Dox)D;
pourl=1,....,k At;:=t —t;_1 avec tp:= 0.

L’étape E prend la forme :

Récurrence Avant. ag == et pour l=1,.... k ;= a;_1fi(Al), ¢ = 1T
Récurrence Arriére. ﬁ;H =1Tetpour I=k,...,1 3] = fl(Atl)[leH
pouri,j=1,...,n:

0ij Lij
Ly =0,Ly" =0
pourl=1,....k:

t

L?’ij = L?j{ + a1 fo(t — tl,l)eiTDo(Lj)ejfl (tl — t)dt BITH
ti—1
LY = LY+ fo(At)e Di(i, jeBl
. . ty
OZ(Z) = 01(1)1 +og folt —ti1)ei " ejfi(t — t)dt B

t—1

0,ij

0,ij s
L’'étape M est : Dy (i,5) = %7 i # 34, Do(i,j) = Z*T et

k k
Do(i, 1) = 32 Do, §) + 225 Da(i, ).
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Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

—228 1 1 203 12 11
Dy := 3 —248 2 Dy:=1| 30 180 33
1 2 —288 43 75 167

Modéle simulé sur 200000 arrivées

R —227.69 1.02 1.2 R 202.16 11.88 11.43
Dy = 3.24 —243.71 1.9 Dy = 28.13 174.28 36.16
97 1.95 —286.34 41.52  69.42 172.48

Modéle estimé avec 100 itérations
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Algorithme
Trois implémentations possible en temps discret
Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Filtrage récursif : ok [Led07]

A partir I'EDS, I'étape E :

fo(z) :== exp(Dox) et fi(z) := Dyexp(Dox); pourl=1,..., K, At;:==t;, —t;1
avec tg := 0.

pourl=1,.... K

o(Xy) = o(Xy,) fi(Al)
o(LY9Xy) = (LYY Xu ) fi(AY)
t
to(Xe ) / Jols — tiv)el Dolin j) e fi(ty — ) ds
Jt—1
o (L7 Xy ) fu(A) + 0 (X)) folAt)e] Dilig) e;
t

U(Ot(j)th) = U(O(i) Xi,_y) fhi(At) +o(Xy,_,) fo(s —tim1)ef eifi(t; — s)ds

ti—1

o(L;7Xy,)

ti—1

Le facteur exp(At;) est omis dans les équations ci-dessus car les estimations a une
date donnée de Dy, D ne requiert que la connaissance des filtres qu'a une constante
multiplicative pres.

James Ledoux FIMAOQ6 — Grenoble 25/26



Algorithme EM
Trois implémentations possible en temps discret
Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu

Lissage récursif :

Ok pour MMPPs [EMO05] mais c'est un pb ouvert pour des HMC
générales.
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Trois implémentations possible en temps discret

Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu
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Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu
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ations possible en temps discret

T
Algorithme EM pour les HMC HMC en temps continu
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