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@ Obijectif : optimiser la maintenance préventive d'une voie de
chemin de fer, afin d’assurer que la voie de chemin de fer reste
utilisable avec une grande probabilité.

@ Le niveau de dégradation de la voie de chemin de fer est :

> aléatoire,
» mesuré par deux indicateurs croissants dépendants NL and NT,
» observé lors d’'inspections, que I'on suppose parfaites.

Longitudinal levelling (NL) Transversal levelling (NT)

@ La voie de chemin de fer est inutilisable lorsque NL ou NT est
au-dela d'un certain seuil correctif (donné).
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Lors d’'une inspection :

@ si NL ou NTest au-dessus du seuil correctif associé : on effectue
une action de maintenance qui rameéne le niveau de NL et de NT
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Lors d’'une inspection :

@ si NL ou NTest au-dessus du seuil correctif associé : on effectue
une action de maintenance qui rameéne le niveau de NL et de NT
en dessous de leurs seuils respectifs,

@ étant donnée une observation de NL et NT en dessous de leurs
seuils respectifs, il s’agit de choisir la date de la prochaine
maintenance, de telle sorte que la voie de chemin de fer reste
utilisable jusque la avec une grande probabilité.
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@ Modeéle univarié pour NL : processus Gama univarié
[C. Meier-Hirmer 2007, van Noortwijk 2009].

@ Selon les experts : idem pour NT.

@ NL et NT sont dépendants : besoin d’'un modéle bivarié avec des
processus marginaux de type Gamma univariés.

@ On souhaiterait avoir :

» une dépendance positive entre les processus marginaux,
» une propriété de vieillissement pour les temps d’atteinte d’un seuil
(= durées de fonctionnement).
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@ Structure :
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» Xo =(0,0) p.s..
@ Structure :
Xt :t"/—FWt +St

ou:

>t : terme de dérive, ol v € R?,

» (W;) >0 : mouvement brownien,

» (St)t>0 : terme correspondant aux sauts,
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@ Les sauts de (X;) >0 sont contrdlés par sa mesure de Lévy (. :

w(A)=E(card ({0 <t <1:AX; =X; —X- #0et AX; € A}))

pour tout A € B (R?),
@ Conditions techniques :

1 est une mesure de Radon sur R? telle que

1 ({(0,0)}) = 0 et /}R <|x|2 A 1) 10 (dx) < +oo.
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@ Le processus (Xt),, est a variations bornées ssi

fIXISl IX] p(dx) < +oo,

> =]

@ Dans ce cas:
X = tyo +

@ On a équivalence entre :

> (Xt);>o ©st croissant p.s.,
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Processus de Lévy croissant sur R?

@ Le processus (Xt),, est a variations bornées ssi

fIXISl IX] p(dx) < +oo,

> =]

@ Dans ce cas:
X = tyo +

@ On a équivalence entre :

> (Xt);>o ©st croissant p.s.,
> (Xt);>o est positif p.s.,
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Processus de Lévy croissant sur R?

@ Le processus (Xt),, est a variations bornées ssi
fIXISl IX] p(dXx) < +oo,
> t =

@ Danscecas:
Xi = tyy + > AXs
s<t tel que |AXs|#0

converge

@ On a équivalence entre :

(Xt);>o €st croissant p.s.,
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Processus de Lévy croissant sur R?

@ Le processus (Xt),, est a variations bornées ssi
f|x\g1 IX] p(dXx) < +oo,
> t =

@ Danscecas:

Xt =ty + > AXs
s<t tel que |AXs|#0

converge

@ On a équivalence entre :
(Xt);>o €st croissant p.s.,
> (Xt);» st positif p.s.,
» W, =0, v, > 0 etz est portée par R? telle que f\x\<1 [X] p(dx) <
+o0. -

@ Dans toute la suite : (Xt),, est un processus de Lévy positif tel que
Yo = (Oa 0)
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@ Transformée de Laplace :

B(em) = (¢ [ (e - 1) n(ay))

pour tout s € R2 ol y est portée par R telle que 1 ({(0,0)}) =0,
S (|x‘2 A 1) p(dx) < oo et fi oy x| 1 (dx) < +oo.
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Processus de Lévy sur R? (avec décalage nul)

@ Transformée de Laplace :

E (e—(s,x‘)) = exp (t /R2 (e‘<x’y> - 1) u(dy))

pour tout s € R2 ol y est portée par R telle que 1 ({(0,0)}) =0,
S (|x‘2 A 1) p(dx) < oo et fi oy x| 1 (dx) < +oo.

@ Le processus marginal (Xf”) o est un processus de Lévy sur Ry de mesure
t>
de Lévy :

iy (dxy) = /Ru(dxl,de),

(idem pour (X[(Z))DO).

S. Mercier Processus Gamma bivariés et application a des données SNCF 7/31



Introduction Le modeéle stochastique

Etude théorique Constructions de processus Gamma-Lévy bivariés
Application aux données SNCF Estimation des paramétres
Conclusion Politique de maintenance préventive

Propriétés liées a I’association positive

Proposition
Soit (X;);o Un processus de Lévy sur R?, avec X; = (Xt(l),xt(z)).

Alors, pour tous 0 <t; < tp, les v.a.r. Xt(ll) et Xt(zz) sont positivement
guadrant dépendantes, au sens ou :

XX > 1] 50 X

et
[xt(22)|xt(11) < Xl] ~sto xt(22)

pour tout x; € Ry

(conséquence de [Bauerle - Blatter - Miiller 2007])
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Propriétés liées au caractere markovien

@ Pour un systéme modélisé par un processus de dégradation croissante : durée
de fonctionnement = temps d’atteinte de seuils.

@ Une durée de fonctionnement a des propriétés de vieillissement.
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Propriétés liées au caractere markovien

@ Pour un systéme modélisé par un processus de dégradation croissante : durée
de fonctionnement = temps d’atteinte de seuils.

@ Une durée de fonctionnement a des propriétés de vieillissement.

Proposition
Soit (Xt);>o Un processus de Lévy sur R%, avec X = (Xt(l), X1(2)>-

@ Soit &/ un ensemble clos vers le haut (closed upper set). On note
Ty =inf(t > 0: X; € U) le temps d’atteinte de ¢/. Alors T, est NBU (New Better
Than Used) : [Ty —t|Tyy > t] <sto Ty pour toutt > 0.
@ Pouri € {1,2}, soient K; > O et T\ = inf (t >0:x" > K.). Le couple
(Tk, @, Ty, @) est alors NBU bivarié au sens ou, pour tous s;,Sp,t > 0
P (TKl(l) >t+ Sq, TKZ(Z) >t+4 Sz‘TM(l) > t,TKZ(Z) > t)

< P (TKl(l) > SlyTKZ(Z) > Sz) .
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Propriétés liées au caractere markovien

@ Pour un systéme modélisé par un processus de dégradation croissante : durée
de fonctionnement = temps d’atteinte de seuils.

@ Une durée de fonctionnement a des propriétés de vieillissement.

Proposition
Soit (Xt);>o Un processus de Lévy sur R%, avec X = (Xt(l), X1(2)>-

@ Soit &/ un ensemble clos vers le haut (closed upper set). On note
Ty =inf(t > 0: X; € U) le temps d’atteinte de ¢/. Alors T, est NBU (New Better
Than Used) : [Ty —t|Tyy > t] <sto Ty pour toutt > 0.
@ Pouri € {1,2}, soient K; > O et T\ = inf (t >0:x" > K.). Le couple
(Tk, @, Ty, @) est alors NBU bivarié au sens ou, pour tous s;,Sp,t > 0
P (TKl(l) >t+ Sq, TKZ(Z) >t+4 Sz‘TM(l) > t,TKZ(Z) > t)

< P (TKl(l) > SlyTKZ(Z) > Sz) .

=== bon candidat pour un modeéle de dégradation bivarié.
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Contrainte sur py

Proposition

Soit (Xt),>o Un processus de Lévy bivarié sur R et soit

Ux (X1, %) = / / Jix (dy)
[x1,+o0[ J[x2, 400

Ux) = /[+ @)
Xi 400

UX (X)

les intégrales de queue de (Xt),~, et de (x}”) o' Alors :
> >

JJ Ux(u1, uz) dug dup [ Ull(ug,uz) duy du,
R2 2

R
+ +
o SpmaX(ULUZ): o
V1 V2 VALRS)

Px, = Px =

ou:
Q@ vX =var (Xl(i)),

@ Ull(ug,uz) = Uy (ug) A Uz(uz) (cas de la compléte dépendance).

4
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@ Processus Gamma univarié (Z;).,, de parametres (a,b) :

> processus de Lévy positif tel que

e—bz
vo=0etrv(dz)=a

z 1]R_T_ (Z) dz )
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Modele de dégradation

@ Processus Gamma univarié (Z),, de paramétres (a,b) :
» processus de Lévy positif tel que

7b
%:Oety(dz)—a

1g: (z) dz,
» Z; suitla loi Gamma I (at,b) de densité

bat
I (at)

fatp (X) = x* e ™15, (x).
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Modele de dégradation

@ Processus Gamma univarié (Z),, de paramétres (a,b) :

» processus de Lévy positif tel que

7b
%:Oety(dz)—a

1g: (z) dz,
» Z; suitla loi Gamma I (at,b) de densité

bat
I (at)

fatp (X) = x* e ™15, (x).

@ Modeéle de dégradation bivarié (Xt), -, :

» processus de Lévy sur R2,

> processus marginaux . processus Gamma de paramétres (al, bl)
et (az, bz)
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Modele de dégradation

@ Processus Gamma univarié (Z),, de paramétres (a,b) :

» processus de Lévy positif tel que

7b
yO:Oety(dz)—a

1g: (z) dz,
» Z; suitla loi Gamma I (at,b) de densité

bat
I (at)

fatp (X) = x* e ™™ 15, (x).

@ Modeéle de dégradation bivarié (Xt), -, :

» processus de Lévy sur R2,
» processus marginaux : processus Gamma de parameétres (aj, b1)
et (az, bz)

Un tel processus est appelé dans la suite processus Gamma-Lévy bivarié
de parameétres marginaux (ai, b1, az, by).
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4] (Yt(i)) t>0 : processus Gamma indépendants de parametres (o, 1).
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Premiere construction de (X;),- (réduction trivariée)

o (Yt(i)) t>0 . processus Gamma indépendants de parametres (o, 1).

@ On pose:

X = (YO 4 v@) /b,

X@ = (Y@ 4 v®) /b,

S. Mercier

oub; >0eth, > 0.
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Premiere construction de (X),- (réduction trivariée)

o (Yt(i)) t>0 - processus Gamma indépendants de parametres (o, 1).

@ On pose:

X = (YO 4 v@) /b,

oub; >0eth, > 0.
x? = (Y@ +Y®) /b,

@ Le processus (Xt) >0 = (Xt(l), Xt(z)) t>0 est alors un processus
Gamma-Lévy de parameétres marginaux (aj, by, az, by), avec

ap = a1 + as,
a, = a2 + as.
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Premiere construction de (X),- (réduction trivariée)

o (Yt(i)) t>0 - processus Gamma indépendants de parametres (o, 1).

@ On pose:

X = (YO 4 v@) /b,

oub; >0eth, > 0.
x? = (Y@ +Y®) /b,

@ Le processus (Xt) >0 = (Xt(l), Xt(z)) t>0 est alors un processus
Gamma-Lévy de parameétres marginaux (aj, by, az, by), avec

ap = a1 + as,
a, = a2 + as.

@ On I'appelle processus Gamma-Lévy de type TR (TRGL).
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Paramétrisation d’un processus TRGL

@ Soit (Xt),~, Un processus TRGL construit avec les paramétres
(0517 a2, g, b17 b2)

@ Le coefficient de corrélation linéaire de X; = (Xt(l), Xt(z)) est:

8 %]

Px,—ﬂ—\/ﬁ

et
Q1 = a1 — a3z = a; — py/aiay,
Qp = az — 3 = az — py/aiay,
a3z = p/aiaz
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Paramétrisation d’un processus TRGL

@ Soit (Xt),~, Un processus TRGL construit avec les paramétres
(0517 a2, g, b17 b2)

@ Le coefficient de corrélation linéaire de X; = (Xt(l), Xt(z)) est:

pX[ =p= \/@
et
1 = ai; — Qa3 = ay — py/aiaz,
Qp = az — 3 = az — py/aiay,
a3z = p/aiaz

[==)> on a donc deux paramétrisations équivalentes d’un processus
TRGL : (0417 g, as, b1, bz) et (al, az, by, ba, p).
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Contrainte sur py pour un processus TRGL

Proposition
Soit (Xt),, un processus TRGL de parametres marginaux (az, bz, az, bz) et

o= :—; Onaalors : py < pray 7R (@) = min (\/&, %) pour o # 1.
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Contrainte sur py pour un processus TRGL

Proposition
Soit (Xt),, un processus TRGL de parametres marginaux (az, bz, az, bz) et

a=Z.Onaalors: py < pparr (@) = min (\/&, ﬁ) < pmax (@) pour o # 1.

0.4 e 1

0.2 1
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Contrainte sur py pour un processus TRGL

Proposition

Soit (Xt),, un processus TRGL de parametres marginaux (az, bz, az, bz) et
a= 2. Onaalors: py < ppa tr (@) = min (\/&, %) < Prax (@) pour o # 1

0.6} !

0.2}

0.47 -

E==)> Un processus

TR Gamma-Lévy ne permet
donc pas de modéliser
1 tout type de dépendance.

‘‘‘‘‘ "] Mais : modéle simple,
densité de X; connue.

15
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@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7') ' (dX]_, dX2) + 7 My (Xm, dX2)



@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7') ' (dX]_, dX2) + 7 My (Xm, dX2)

ou:
» 7€[0,1],



@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7') ' (dX]_, dX2) + 7 My (Xm, dXz)
ou :

> 7€[0,1],
> 1, (dxq,dxz) estla mesure de Lévy correspondant au cas de
'indépendance,
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Autres constructions

@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7‘) I’ (Xm, dX2) + 7 2 (Xm, dX2)

> 7¢[0,1],
» 1, (dXq,dxy) estla mesure de Lévy correspondant au cas de
'indépendance,

> (dxl7 dxz) est la mesure de Lévy correspondant au cas de la compléte
dépendance.
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Autres constructions

@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7‘) I’ (Xm, dX2) + 7 2 (Xm, dX2)

> 7¢[0,1],
» 1, (dXq,dxy) estla mesure de Lévy correspondant au cas de
'indépendance,

> (dxl7 dxz) est la mesure de Lévy correspondant au cas de la compléte
dépendance.

@ Copule de Lévy :
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Autres constructions

@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7‘) I’ (Xm, dX2) + 7 2 (Xm, dX2)

> 7¢[0,1],
» 1, (dXq,dxy) estla mesure de Lévy correspondant au cas de
'indépendance,

> (dxl7 dxz) est la mesure de Lévy correspondant au cas de la compléte
dépendance.

@ Copule de Lévy :

» fonction F : Ri — R, qui permet de synthétiser la dépendance entre les
processus marginaux,

S. Mercier Processus Gamma bivariés et application a des données SNCF 15/31



Introduction Le modeéle stochastique

Etude théorique Constructions de processus Gamma-Lévy bivariés
Application aux données SNCF Estimation des paramétres
Conclusion Politique de maintenance préventive

Autres constructions

@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7‘) I’ (Xm, dX2) + 7 2 (Xm, dX2)

> 7¢[0,1],
» 1, (dXq,dxy) estla mesure de Lévy correspondant au cas de
'indépendance,

> (dxl7 dxz) est la mesure de Lévy correspondant au cas de la compléte
dépendance.
@ Copule de Lévy :

» fonction F : Ri — R, qui permet de synthétiser la dépendance entre les
processus marginaux,

» copule paramétrique : copule de Clayton-Lévy (un seul parametre).
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Autres constructions

@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7‘) I’ (Xm, dX2) + 7 2 (Xm, dX2)

> 7¢[0,1],
» 1, (dXq,dxy) estla mesure de Lévy correspondant au cas de
'indépendance,

> (dxl7 dxz) est la mesure de Lévy correspondant au cas de la compléte
dépendance.

@ Copule de Lévy :

» fonction F : Ri — R, qui permet de synthétiser la dépendance entre les
processus marginaux,

» copule paramétrique : copule de Clayton-Lévy (un seul parametre).

@ Pour ces deux modeles :
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Autres constructions

@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7‘) I’ (Xm, dX2) + 7 2 (Xm, dX2)

> 7¢[0,1],
» 1, (dXq,dxy) estla mesure de Lévy correspondant au cas de
'indépendance,

> (dxl7 dxz) est la mesure de Lévy correspondant au cas de la compléte
dépendance.

@ Copule de Lévy :

» fonction F : Ri — R, qui permet de synthétiser la dépendance entre les
processus marginaux,

» copule paramétrique : copule de Clayton-Lévy (un seul parametre).
@ Pour ces deux modéles :

» modélisation de tous les py possibles,
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Autres constructions

@ Mesure de Lévy paramétrique :

W (Xm, dXz) = (1 — 7‘) I’ (Xm, dX2) + 7 2 (Xm, dX2)

> 7¢[0,1],
» 1, (dXq,dxy) estla mesure de Lévy correspondant au cas de
'indépendance,

> (dxl7 dxz) est la mesure de Lévy correspondant au cas de la compléte
dépendance.

@ Copule de Lévy :

» fonction F : Ri — R, qui permet de synthétiser la dépendance entre les
processus marginaux,

» copule paramétrique : copule de Clayton-Lévy (un seul parametre).
@ Pour ces deux modéles :

» modélisation de tous les py possibles,
» densité de X; inconnue.
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Observations : une réalisation de

(A, 8%, %) 1540

ou:
@ At =incrément de temps,

o AX].(‘) = accroissement correspondant du processus (Xi(i)) i=1,2).
t>0
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Les données

Observations : une réalisation de
(A, 8%, %) 1540

ou :

@ At = incrément de temps,

() AXj(i) = accroissement correspondant du processus (Xt(i))po i=1,2).
Remarques : -

@ Les (ij(l), ij(z)) sont indépendants mais pas de méme loi,

() AXj(i) suit la loi Gamma I (o Atj, b;) avec

E (Ax}") = %: A, Var (Axf')) = l;ii‘z A,

@ De plus:

Cov (ij(l), Axfz)) —p Vb‘i‘lbjz At,.
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Estimateurs empiriques

On en déduit les estimateurs empiriques suivants :

@ parametres marginaux :

% B Zjn:l AX](I)

b Zjn=1 Af 7
) 0 (AX(D_@N)Z
4 j=1 i b

= 2’
b7 XL A — gt Sy (AY)
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Estimateurs empiriques

On en déduit les estimateurs empiriques suivants :

@ parametres marginaux :

% B Z?:l AX](I)

b Zjnzl Af 7
) 0 (AX(D_@N)Z
4 j=1 i b

2 1 n 2
bf  2jma A — s gy 21 (AY)
@ coefficient de corrélation linéaire :

Vs _ S (ax® -2 At) (ax® - 2ay)
1b2 ij Atj tZ]_ (AtJ) .
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Estimate

@ Paramétres marginaux (az, az, b1, by) : facile & estimer par maximum de
vraisemblance univarié. On obtient (as, az, b1, by).
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Estimateurs ML pour un processus TRGL

@ Paramétres marginaux (az, az, b1, by) : facile & estimer par maximum de
vraisemblance univarié. On obtient (a1, az, b1, b2).
@ Probleme : comment estimer p ou a3 ?
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Estimateurs ML pour un processus TRGL

@ Paramétres marginaux (az, az, b1, by) : facile & estimer par maximum de
vraisemblance univarié. On obtient (a1, az, b1, b2).
@ Probleme : comment estimer p ou a3 ?

@ La densité jointe de (ij(l),AXj(z)) est:

gay (X1,%2) = biby fomin(blxl’bZXZ) fasny,1 (b1x1 — X3) fa,ay,1 (b2X2 — X3) fazay,1 (X3) dxa,

ou fo, a1 est la densité de I (a; Atj, 1)
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Estimateurs ML pour un processus TRGL

@ Paramétres marginaux (az, az, b1, by) : facile & estimer par maximum de
vraisemblance univarié. On obtient (a1, az, b1, b2).
@ Probleme : comment estimer p ou a3 ?

@ La densité jointe de (ij(l),AXj(z)) est:

gay (X1,%2) = biby fomin(blxl’bZXZ) fasny,1 (b1x1 — X3) fa,ay,1 (b2X2 — X3) fazay,1 (X3) dxa,
ou fo, a1 est la densité de I (a; Atj, 1)

== |a fonction de vraisemblance

L(a1, az, a3,b1,b2) = [T, 9ay (AXD, AX?) est difficile & maximiser.
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Estimateurs ML pour un processus TRGL

@ Paramétres marginaux (az, az, b1, by) : facile & estimer par maximum de
vraisemblance univarié. On obtient (a1, az, b1, b2).
@ Probleme : comment estimer p ou a3 ?

@ La densité jointe de (ij(l),AXj(z)) est:

gay (X1,%2) = biby fomin(blxl’bZXZ) fasny,1 (b1x1 — X3) fa,ay,1 (b2X2 — X3) fazay,1 (X3) dxa,

ou fo, a1 est la densité de I (a; Atj, 1)
== |a fonction de vraisemblance

L(a1, az, a3,b1,b2) = [T, 9ay (AXD, AX?) est difficile & maximiser.

PN 3 - - -
@ On considére (AYJ-( )) 1<j<n cOmme des données cacheées et on utilise un

algorithme EM.

S. Mercier

Processus Gamma bivariés et application a des données SNCF 18/31



Introduction

Etude théorique

Application aux données SNCF
Conclusion

Le modeéle stochastique

Constructions de processus Gamma-Lévy bivariés
Estimation des parameétres

Politique de maintenance préventive

Estimateurs ML pour un processus TRGL

@ Paramétres marginaux (az, az, b1, by) : facile & estimer par maximum de
vraisemblance univarié. On obtient (a1, az, b1, b2).
@ Probleme : comment estimer p ou a3 ?

@ La densité jointe de (ij(l),AXj(z)) est:

gay (X1,%2) = biby fomin(blxl’bZXZ) fasny,1 (b1x1 — X3) fa,ay,1 (b2X2 — X3) fazay,1 (X3) dxa,

ou fo, a1 est la densité de I (a; Atj, 1)
== |a fonction de vraisemblance

L(a1, az, a3,b1,b2) = [T, 9ay (AXD, AX?) est difficile & maximiser.

PN 3 - - -
@ On considere (AYJ-( )) 1<j<n cOmme des données cacheées et on utilise un

algorithme EM.

@ On n'a pas réussi a estimer tous les parameétres (a1, az, as, b, b2)

S. Mercier

Processus Gamma bivariés et application a des données SNCF 18/31



Introduction Le modeéle stochastique

Etude théorique Constructions de processus Gamma-Lévy bivariés
Application aux données SNCF Estimation des parameétres
Conclusion Politique de maintenance préventive

Estimateurs ML pour un processus TRGL

@ Paramétres marginaux (az, az, b1, by) : facile & estimer par maximum de
vraisemblance univarié. On obtient (a1, az, b1, b2).
@ Probleme : comment estimer p ou a3 ?

@ La densité jointe de (ij(l),AXj(z)) est:

gay (X1,%2) = biby fomin(blxl’bZXZ) fasny,1 (b1x1 — X3) fa,ay,1 (b2X2 — X3) fazay,1 (X3) dxa,
ou fo, a1 est la densité de I (a; Atj, 1)

== |a fonction de vraisemblance

L(a1, az, a3,b1,b2) = [T, 9ay (AXD, AX?) est difficile & maximiser.

@ On considere (ij(s)) 1<j<n cOmme des données cacheées et on utilise un
algorithme EM.
@ On n'a pas réussi a estimer tous les parameétres (a1, az, as, b, b2) —
deux possibilités :
> on garde (bs,bz) et on utilise un algorithme EM pour (az, az, as),
» on garde (ay, @z, by, b,) et on utilise un algorithme EM uniquement
pour as.
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Résultats sur 500 données simulées

Vraies | Estimations | Estimations Algorithme EM
valeurs | empiriqgues | ML univariées EM1 EM2
a; | 0.0330 0.0348 0.0342 0.0347 —
by 135 14.38 14.14 — —
a, | 0.0350 0.0362 0.0357 0.0354 -
b, 20 20.58 20.25 - -
p | 0.5296 0.5637 - 0.5231 | 0.5214

EM1 = EM estimation de (a1, az, ag),
EM2 = EM estimation de «s.

S. Mercier
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@ X; = (Xt(l),xt(z)) - indicateur de détérioration d’un systeme
modélisé par un processus Gamma-Lévy bivarié,
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Le probléme

@ X = (Xt(l),xt(z)) . indicateur de détérioration d’'un systéeme
modélisé par un processus Gamma-Lévy bivarié,

@ s; = seuil (correctif) pour Xt(i) au-dela duquel le systeme est
inutilisable (i = 1, 2),
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Le probléme

@ X = (Xt(l),xt(z)) . indicateur de détérioration d’'un systéeme
modélisé par un processus Gamma-Lévy bivarié,

@ s; = seuil (correctif) pour Xt(i) au-dela duquel le systeme est
inutilisable (i = 1, 2),

@ Létat du systéeme X; est observé lors d'inspections instantanées
parfaites.
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Le probléme

@ X = (Xt(l),xt(z)) . indicateur de détérioration d’'un systéeme
modélisé par un processus Gamma-Lévy bivarié,

@ s; = seuil (correctif) pour Xt(i) au-dela duquel le systeme est
inutilisable (i = 1, 2),

@ Létat du systéeme X; est observé lors d'inspections instantanées
parfaites.

@ Lors d'une inspection :
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Le probleme

° X = (xt(l),xt(z)) - indicateur de détérioration d’un systeme
modélisé par un processus Gamma-Lévy bivarié,

@ s; = seuil (correctif) pour Xt(i) au-dela duquel le systeme est
inutilisable (i = 1, 2),

@ Létat du systéeme X; est observé lors d'inspections instantanées
parfaites.

@ Lors d'une inspection :

> si Xt(l) ou Xt(z) est au-dela de s; ou s, une action CM est effectuee,
» partant d’'une observation (X1, X2) de (Xt(l), Xt(z)) telle que x; < sj, il
s’agit de déterminer la date de la prochaine maintenance de telle

sorte que ni Xt(l) ni Xt(z) n'excéde s; et s, avant cette date avec une
grande probabilité.
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@ Soit e €]0, 1] un niveau de confiance et, pouri =1,2:



@ Soit e €]0, 1] un niveau de confiance et, pouri =1,2:

> X; = niveau de dégradation observé a l'instant t = O (par exemple),
avec 0 < x; < sj,
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Le modeéle stochastique

Constructions de processus Gamma-Lévy bivariés
Estimation des paramétres

Politique de maintenance préventive

@ Soit ¢ €]0, 1] un niveau de confiance et, pouri =1,2:
» X; = niveau de dégradation observé a l'instant t = 0 (par exemple),

avec 0 < x; < s,

» soit T® le temps d'atteinte de s; pour (Xt(i)) o ou
t>

TO = inf (t >0:%x" > Si) :
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Le cas univarié

@ Soit ¢ €]0, 1] un niveau de confiance et, pouri =1,2:
» X; = niveau de dégradation observé a l'instant t = 0 (par exemple),
avec 0 < x; < s,
» soit T® le temps d'atteinte de s; pour (Xt(i))m), ou

TO = inf (t >0:%x" > Si) :

@ Linstant de la prochaine maintenance 7(V) associé & (Xt(i)) -
t>

verifie : _ _

P, (T(') > T<'>) —1-¢

ou, de maniere équivalente :

Py, (XTm(i) < Si) =Py (XT(')(i) <sji— Xi) = Fa0-0 p0) (Si — Xi) = 1—¢,

ol Fo0),0 p0 €st la fonction de répartition de I (a)+(®, b®).
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@ Sila corrélation entre (Xt(l)) . et (Xt(z)) - est inconnue, une
t t>

date naturelle de maintenance est :

7Y = min (7-(1),7-(2)) :
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Le cas bivarié

@ Sila corrélation entre (Xt(l)) . et (Xt(2)> . est inconnue, une
t> t>
date naturelle de maintenance est :

U — min (T(1)77<2>) .

@ En utilisant un modéle bivarié, la date de maintenance 78 vérifie :
Ppo (TH > 72,73 > 78)

=P, (XTB @ < S1 — X1, X;8 @ < Sy — X2>
=1-e¢.
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Le cas bivarié

@ Sila corrélation entre (Xt(l)) . et (Xt(2)> . est inconnue, une
t> t>
date naturelle de maintenance est :

7V = min (T(l),7(2)> .

@ En utilisant un modéle bivarié, la date de maintenance 78 vérifie :
Py, x2) (T(l) > 78 7@ > TB>
=P, (XTB ™ < S1 — X1, X;8 @ < Sp — X2>
=1-e¢.

=) le but est de comparer 7 et 78, et de comprendre
I'influence de la dépendance entre les deux indicateurs sur 78.
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Exemple 1 (processus TRGL)

ap b1 ap bz X1 X2 S1| S2| Pmax T(l) T(z) TU TB (pmax)
0.03 20 0.03 30 02 02 1|1 1 341.12 558.31 341.12 341.12

341.1 U 1

341 1
340.9 1
340.8 1
340.7 1

340.6 1

340.8 \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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Exemple 1 (processus TRGL)

ap b1 ap bz X1 X2 S1| S2| Pmax T(l) T(z) TU TB (pmax)
0.03 20 0.03 30 02 02 1|1 1 341.12 558.31 341.12 341.12

341.1 U 1

341 1
340.9 1
340.8 1
340.7 1

340.6 1

340.8 \ \ \ \
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

r

1. 7% < 7Y; 2. 78 croitavec p; 3. 7 (P ) = 7.

S. Mercier Processus Gamma bivariés et application a des données SNCF 24/31



Introduction Le modeéle stochastique

Etude théorique Constructions de processus Gamma-Lévy bivariés
Application aux données SNCF Estimation des paramétres
Conclusion Politique de maintenance préventive

Example 2 (processus TRGL)

a by az by X1 | X2 | S1| S2| Pmax @ @ 0 ™ (Pmax)
0.03 20 | 0.04 | 20 04 020 1| 1| 0.866 237.33 255.84 | 237.33 229.91

240

2351 t J

2150

0.2 04 0.6 0.8
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Example 2 (processus TRGL)

a by az by X1 | X2 | S1| S2| Pmax @ @ 0 ™ (Pmax)

0.03 | 20 | 0.04 | 20 | 0.4/ 0.2 1 | 1 | 0.866 | 237.33 | 255.84 | 237.33 229.91

240

2351 t J

2150

0.2 04 0.6 0.8

1. 78 < 7Y; 2. 78 croftavec p; 3. 78 (pay) < TV
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Influence de la dépendance

Proposition

Soit (X¢);~o Un processus Gamma-Lévy de parametre marginaux
(a1, by1,az,by) et de copule de Lévy F. Alors :

@ 8B est une fonction croissante de F au sens o, si F < F et si les
marginales sont fixées, alors 78 < #8. De plus :

rLgTBgT“ < 7Y,

Q Sia; = ay, alors 7l = 7Y.

© Sia; < ap, lescas 7l < 7Y et 7l = 7Y sont tous les deux
possibles.

Remarque : pour un processus TRGL, on a

F (ug,uz) = pmin (ul1 /2, Uz, /g—;) pour tout (ug, up) € R?.
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@ Deux indicateurs (NL et NT) pour mesurer les défauts de nivellement de la
voie ferrée.



@ Deux indicateurs (NL et NT) pour mesurer les défauts de nivellement de la
voie ferrée.

@ Pour le moment :
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@ Deux indicateurs (NL et NT) pour mesurer les défauts de nivellement de la
voie ferrée.

@ Pour le moment :

> NL est modélisé par un processus Gamma univarié, dont les parametres ont

été estimés,
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voie ferrée.

@ Pour le moment :

> NL est modélisé par un processus Gamma univarié, dont les parametres ont
été estimés,

la date de la prochaine maintenance est basée uniqguement sur I'observation
de NL (r = 7).
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@ Deux indicateurs (NL et NT) pour mesurer les défauts de nivellement de la
voie ferrée.
@ Pour le moment :
> NL est modélisé par un processus Gamma univarié, dont les parametres ont
été estimés,
> la date de la prochaine maintenance est basée uniquement sur I'observation
de NL (7 = 7).
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voie ferrée.
@ Pour le moment :
> NL est modélisé par un processus Gamma univarié, dont les parametres ont
été estimés,
> la date de la prochaine maintenance est basée uniquement sur I'observation
de NL (r = 7).
@ A notre disposition :
» environ 10 000 données pour les accroissements de (NL, NT) sur une portion
de la LGV Paris-Lyon
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@ Deux indicateurs (NL et NT) pour mesurer les défauts de nivellement de la
voie ferrée.

@ Pour le moment :
> NL est modélisé par un processus Gamma univarié, dont les parametres ont
été estimés,
> la date de la prochaine maintenance est basée uniquement sur I'observation
de NL (7 = 7).
@ A notre disposition :
» environ 10 000 données pour les accroissements de (NL, NT) sur une portion
de la LGV Paris-Lyon @ (NL, NT) est modélisé par un processus TRGL.
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S. Mercier

@ Deux indicateurs (NL et NT) pour mesurer les défauts de nivellement de la
voie ferrée.

@ Pour le moment :

> NL est modélisé par un processus Gamma univarié, dont les parametres ont
été estimés,
> la date de la prochaine maintenance est basée uniquement sur I'observation
de NL (7 = 7).
@ A notre disposition :

» environ 10 000 données pour les accroissements de (NL, NT) sur une portion
de la LGV Paris-Lyon I:> (NL, NT) est modélisé par un processus TRGL.

@ On obtient :
a; = 0.0355; by = 19.19
4, = 0.0387; b, = 29.72
p = 0.5262.
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S. Mercier

@ Deux indicateurs (NL et NT) pour mesurer les défauts de nivellement de la
voie ferrée.

@ Pour le moment :
> NL est modélisé par un processus Gamma univarié, dont les parametres ont
été estimés,
> la date de la prochaine maintenance est basée uniquement sur I'observation
de NL (r = 7).
@ A notre disposition :

» environ 10 000 données pour les accroissements de (NL, NT) sur une portion
de la LGV Paris-Lyon I:> (NL, NT) est modélisé par un processus TRGL.

@ On obtient :

3, = 0.0355; b, = 19.19
3, = 0.0387; b, = 29.72
p = 0.5262.
@ Seuils correctifs usuels : s; = 0.9 pour NL; s, = 0.75 pour NT.
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), 7() et 78 en fonction de x, pour x; = 0.4

400 >
—@
350 - —t B
(D)
300 - t
250 7
200 - 7
150 e N T e q
100 - b
50+ b
0 I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
X
2
Xz ‘r(l) T(Z) 7Y B T(l)—TB V_.8B
0.4 150 150 150 134.7 15.3 15.3
0.5 150 97.5 97.5 95.9 54.1 1.6
0.6 150 47.2 47.2 47.1 102.9 0.1
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Conclusion pour la maintenance d’une voie ferrée

Si on observe que (NL, NT) = (xg,X2) :

@ Six, > x; : prendre 7() & la place de 7° peut mener & un grand
délai pour I'action de maintenance,
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Si on observe que (NL, NT) = (xg,X2) :

@ Six, > x; : prendre 7() & la place de 7° peut mener & un grand
délai pour I'action de maintenance,

@ Six; n'est pas trop proche de x,, la valeur 7Y = min (7)), 7(2)
est acceptable pour le planning de la maintenance,
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Conclusion pour la maintenance d’une voie ferrée

Si on observe que (NL, NT) = (xg,X2) :

@ Six, > x; : prendre 7() & la place de 7° peut mener & un grand
délai pour I'action de maintenance,

@ Six; n'est pas trop proche de x,, la valeur 7Y = min (7)), 7(2)
est acceptable pour le planning de la maintenance,

@ Six; est proche de x,, ona 7% < 7V et prendre 7V a la place de
78 peut amener un délai dans la maintenance mais est
cependant raisonnable.
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@ La prise en compte de la dépendance rapproche la date de la
prochaine maintenance (7% < 7Y = min (1), 7(2)))



@ La prise en compte de la dépendance rapproche la date de la
prochaine maintenance (7% < 7Y = min (r(1), 7(2))) ==
résultats plus sdrs.
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Conclusion

@ La prise en compte de la dépendance rapproche la date de la
prochaine maintenance (7% < 7Y = min (+(), 7(2))) =)
résultats plus sdrs.

@ La date de la prochaine maintenance croit avec la dépendance
(7B croit avec p):

» moins les indicateurs sont dépendants, plus la différence entre 7V
et 72 est grande, et moins c’est sir de prendre 7V a la place de 72,
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Conclusion

@ La prise en compte de la dépendance rapproche la date de la
prochaine maintenance (7% < 7Y = min (+(), 7(2))) =)
résultats plus sdrs.

@ La date de la prochaine maintenance croit avec la dépendance
(7B croit avec p):

» moins les indicateurs sont dépendants, plus la différence entre 7V

et 72 est grande, et moins c’est sir de prendre 7V a la place de 72,
» en cas de corrélation inconnue :
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Conclusion

@ La prise en compte de la dépendance rapproche la date de la
prochaine maintenance (7% < 7Y = min (+(), 7(2))) =)
résultats plus sdrs.

@ La date de la prochaine maintenance croit avec la dépendance
(7B croit avec p):

» moins les indicateurs sont dépendants, plus la différence entre 7V
et 72 est grande, et moins c’est sir de prendre 7V a la place de 72,
» en cas de corrélation inconnue :

» choisir 78 (cas de l'indépendance) est I'attitude la plus sdre, ou
P(lexz) <T(l) > 78 7-|—(2) > 7B )
=Py (TO > B ) By, (TO > 754

=1—¢
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Conclusion

@ La prise en compte de la dépendance rapproche la date de la
prochaine maintenance (7% < 7Y = min (+(), 7(2))) =)
résultats plus sdrs.

@ La date de la prochaine maintenance croit avec la dépendance
(7B croit avec p):

» moins les indicateurs sont dépendants, plus la différence entre 7V
et 72 est grande, et moins c’est sir de prendre 7V a la place de 72,
» en cas de corrélation inconnue :

» choisir 78 (cas de l'indépendance) est I'attitude la plus sdre, ou
Py xz) <T(l) > 8L 7@ 5 ;B )
=Py (T(l) > TB.L) P, (T(z) . TBA,L>
—1—¢

» prendre 7Y = min (1), 7®)) nest pas sdr du tout !
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@ Etude d’autres politiques de maintenance préventive : thése de
Hai-Ha Pham (en co-encadrement avec B. Puig),
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Des choses a faire...

@ Etude d’'autres politiques de maintenance préventive : thése de
Hai-Ha Pham (en co-encadrement avec B. Puig),

@ Tests de sélection de modéles ?
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@ Etude d’'autres politiques de maintenance préventive : thése de
Hai-Ha Pham (en co-encadrement avec B. Puig),

@ Tests de sélection de modéles ?
@ Dans le cas de mesures/copules de Lévy paramétriques :

» autres méthodes d’estimation ?
» développement de méthodes numériques pour le calcul de
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