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Q Introduction



Modeéliser un phénomene de
dégradation ?

Systeme/composant soumis a une dégradation :

> niveaux qualitatifs :

> processus markovien de sauts
B> processus semi-markovien

> mesure (indicateur continu) :

> processus de Wiener (homogéne ou pas)
> processus gamma (homogeéne ou pas)
> processus de Poisson composée

... et de nombreuses variantes incorporant des variables
d’environnement (covariables)




Pourquoi modéliser cela ?

> Mieux appréhender le phénoméne modélisé
> Déterminer les covariables influentes

> Mieux contrbler les risques associés en proposant une
politique de maintenance optimale



Plusieurs questions, plusieurs
problemes ?

> Estimation des paramétres du modéle de dégradation a
partir de données de REX [statistique, méthodes
numeériques]

> Propriétés du temps d’atteinte d’'un niveau de dégradation
donné : loi, vieillissement, etc. [probabilités]

» Optimisation d’'une politique de maintenance [probabilités,
méthodes numériques]



a Modele de dégradation



Un modeéle ...

Processus gamma perturbé par un mouvement brownien :

D(t) = G(t) + rB(t)

avec :
» {G(t)} processus gammatq G(1) ~ I'({, a)
» {B(t)} un mouvement brownien
> reR

Cas particulier

7 =0 processus gamma pur

% —c>0et 5% — 0 processus de Wiener




)/ 2 —

...avec covariables

> Variables d’environnement : x € RP (eventuellement
aléatoire)

> Accélération sur I'échelle de temps du processus gamma :

Dx(t) = G(te?™) + 7B(t)

Autrement dit : action sur le paramétre de forme

> Autres approches possibles :
> Bagdonavicius-Nikulin (01) : idem sans perturbation
brownienne
> Lawless-Crowder (04) : action sur le parameétre d’échelle et
effet aléatoire
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e Inférence statistique
@ Modeéle sans covariables



Parametres / Observations

» Estimation des parametres : §' = (¢, o, 72)
> ¢ : paramétre d’échelle
> «: parametre de forme
> 72 : poids de la perturbation brownienne

> Observations :

> DW,...,D(M : n processus iid
> N; : nombre d'observations pour le i-eme processus aux
instants

0=tp <ty <-- <ty



crs \

Notations
Observations : A = DO)(t;) — DO(t;_1) v.a.
indépendantes
Moments non-centrés :

=[]
Moments centrés :
_ k
m{) =E | (85 —E[ay])"]

Trois moments linéaires en temps :

(6]
mﬁl) = zAtij
mi(jz) = (?21”2) At
mi(_3) _ ZaAtu

3



Méthode des moments

> Notations :
m(l) mi(-l)/Atij
m=| m® | = mﬁz)/mij = £(0)
m m53)/ At
» Moments empiriques my
r/ﬁnl) ] 1N Aij/At”
o= |3 =<2Ni> 3 (A,J Aymt ) /At
ﬁf) i=1 i=1j=1 (A” _At”A(l)) IN?

> Estimation de 0 par la méthode des moments :

On = f~1(mMy)




Convergence (1/3)

Théoreme

Sous les hypothéses

() T 3 () (i:ilwi)_z -

n>1j=
(H2) 3dy, Vi e N5, Vj € {1,...,Nj}, At < dy

§n converge p.s. vers 6 quand n tend vers l'infini.




Convergence (2/3)

Outils : LGN pour des v.a. indépendantes (Petrov, 95)

Théoreme

Soit (an) une suite de réels positifs. Soit (X,) une suite de v.a.
n

indépendantes . Posons Sy = > Xi. Si

k=1
(e
2
an —— oo e Zl (Var [Xn] /an) < 00
n=

alors
(Sn —E[Sn]) /an 0




Convergence (33)

Idées de la preuve : pour les moments centrés d’'ordre
k € {2,3}, on doit considérer :

rﬁﬁ"’:(iz:n;Ni)_lznjz (at) (a5 —E [a3])

i=1j=1

et montrer que :

~ (k o s.
> mﬁ, ) mﬁk) —>np_; 0
b ) _PS m)
n—o0



Normalité asymptotique (1/3)
TCL pour des moments empiriques (via le TCL de
Lindeberg-Feller) :

Sous les hypothéses (H) et

-1 n Ni

n
(Hs) vu € {0,1,3}, lim <Z Ni> SN A2 = ¢y <o
i=1

i—1 j=1
il existe une matrice définie positive () telle que :
~ (1)

n 12 (fy? — m®)
(Z Ni> M@ —m@ | 4N (0, Z(°°)> ,
i—1 a® _me )




" 2 T; = |
Normalité asymptotique (2/3)

Théoréme

Sous les hypothéses (H;) — (Hs),

n—oo

n 1/2
(ZM) (M —m) —2— N (0,H)
i=1

ou H = AX (A" avec

1 00
A ao 10
3(§2+72)03 01




Noralité asymptotique (3/3)

Application de la 6-méthode :

Théoreme

Sous les hypothéses (H;) — (Hs),

n 1/2
(; Ni> (en _ 0) ,HLOJ N (0,GHG')

ol G est la matrice des dérivées partielles de 1.




e Inférence statistique

@ Modele avec covariables



Parameétres / Observations

» Estimation des paramétres : ¢/ = (¢, o, 72, 5)

> ¢ : paramétre d’échelle

> «: paramétre de forme

> 72 : poids de la perturbation brownienne
> 3 : coefficient des covariables

> Observations :
> D)(j), ...,D{" : n processus iid et covariables
> [0, T]: intervalle de temps des observations
> N : nombre d’observations pour tous les processus a des
instants régulierement espacés :

O=thy<ty < - <ty

avec tj = jT /N.
> accroissements : A; = D{(t) — DY (t_1)




Moindres carrés en deux etapes (1/2)
> Estimation de §(1) = (v, 8) avec v = «/¢ en minimisant :

o (#) = 3232 -k ()

i=1j=1
n N ’yT N 2
= 2> (ay- e

» Estimation de (?) = (a, 72) en minimisant :

n N

dz(“) (9(2)’ é\(l)) _ ZZ (Aﬁ B m)((iz) (@\(1)’ 9(2)>)2

i=1 j=1
2 2
~m{ (5(”, 0<2)) 2T /N)

n N

zzz< :— m® (30, 69)

i=1 j=1

o=



Moindres carrés en deux etapes (2/2)
Hypothése : x réalisation d'un vecteur aléatoire de densité fy
par rapport a la mesure pp sur RP.

LGN :
a (60) P 4y (60)
= /Eeo [Dx (%) ~m{ (9<1>)rfx(x)dup (x)
et:
as" (6@,00) P d (6@, )

= [, [02 (T = @ (60,600t ) iy ()
Ja [o3 () -8 (0.0




Convergence (1/2)

Résultat général pour les moindres carrés en deux etapes :

Lemme

On suppose que :
© O est un ensemble compact
@ Pouri € {1,2}, 6 — d; () est continue et vérifient :
> di(0) >0,
> dy (A) a un unique minimum en 63" € &,
> d, (#) a un unique minimum en 6, € ©.

O sup|[d™ (9) —d (8) | —— O.
96@ n—oo

Alors (§n)n20 converge en probabilité vers 6y quand n tend vers
Pinfini.

v




Convergence (2/2)

Application du lemme :

Sous les hypothéeses suivantes :
(A1) © estun ensemble compacttq 0y € Setfy#£0
(A2) X est un vecteur aléatoire uniformément borné

(A3) Soit A C RPtq pp (A) = 0. Il existe Xy, ..., Xp1 € At
(a) Vie{1,....,p+1}, fx (xi) >0
(b) pourtouti € {1,...,p+1} onpose X' = (1 xT). Alors
X1,...,Xp41 sont linéairement indépendents.

A Pr
onaéf, —— 6.
n—oo




Normalité asymptotique (1/3)
Des notations supplémentaires :

24(N)
(2) (1) p(2 _ 0°d; 1) p(2
2 (60.69) = osem (4969)
24 ()
(3) (p(1) p(2 _ 0°d, 1) p(2
P (09.69) = g (0:0®)

ayant pour limite (si existence) |§§) () quand n tend vers l'infini.

On pose :
(1)
lso (00 0
I (6o) =
= (“N 1 (90)>

)
%) 00)
pouvant étre estimées par I (5&1 ,59)



et encore d’autres notations :

1

®ky _ Xi
i XX
xixT X2

ky =0
Ky =1
ky =2



Noralité asymptotique (3/3)

Théoreme

Sous les hypothéses (A;) — (A3) et
(A4) pour tout € ©, |, (A) est inversible : J(Ag) = loo (A0) *
(As) il existe une constante e > 0 et des fonctions Ey, k, tq

1 n ®k k Iy,
ﬁ ;Xi 1e 28" Xi — Ekl,k2 (6) m 0,
I=

sup
565(5076)

Alors R
Vi (B — 80) —2— N (0, (3(60)'E3(60)))

ou X est une certaine matrice (connue explicitement)




e Inférence statistique

@ Tests asymptotiques



Applications : tests statistiques

> Construction d’ensemble de confiance (intervalle,
ellipsoide, etc.)

> Tests sur les paramétres :

> pas d'effets d’une ou plusieurs covariables : Hy : L3 =0 (L
application linéaire)

> sélection de modéles :
© processus gammapur: Ho: 72 =0
© processus de Wiener : Hp : g‘—z =0



e Inférence statistique

@ Validation de modéle



Critere de validation

Critere : comparaison entre d{" (5(1)> et

c]{ nNZZV&rg A”)—nNZ(geﬁ)ﬂ-l—T)

i=1j=1

Théoréme
Sous les mémes hypothéses,

v (d{") (ém) d(”)(9)> 9 .N(O,I)

n—-00

ou I est une certaine matrice (connue explicitement)




e Inférence statistique

@ Amélioration de I'estimateur



crs \

Un meilleur estimateur ?

Sur la base d’'études empiriques. ..
» une autre paramétrisation : s = ¢1
> estimation de 72 en utilisant le critére dé”)
> estimation de s en utilisant un troisieme critére :

dén) (9(2)7911)) _ zn:zN: (Aﬁ — m)((i3) (@1),9(2)))2

i=1 j=1



e Inférence statistique

@ Exemple



Exemple (1/3)

> n = 15 unités testées sous I'une des trois différentes
températures (covariable) :
> 5 unités & 65 degrés : x = (1,0,0)
> 5 unités & 85 degrés : x = (0, 1,0)
> 5 unités a 10 degrés : x = (0,0,1)

» N = 3 mesures de la dégradation : t; = 200, t, = 500 et
t3 = 1000 heures
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Exemple (3/3)

> Estimation des parametres :

Modele | @ s 72 | Bes  Pas  Pos |
PG 1.30e-3 23.81

PGP 2.4e-3 13.15 7.7e-2
PGP cov | 23e-3 429 7.63e-2|-061 0 1.08

» Dégradations moyennes :
| Stress | faible | moyen | fort |
| Dégradation moyenne || 1.32e-2 | 2.42e-2 | 7.18e-2 |




@ Autres problemes
@ Temps de défaillance ?



Premier temps de passage ...

> Premier temps de passage d’'un niveau b fixé :

Ty =inf{t > 0; D(t) > b}

> LoideTy?

>

via une approximation par un PCC perturbé (cf. modele en
actuariat)

via les fonctions d’échelle W (%) pour processus de Lévy
spectralement négatif d’exposants de Lévy ¢p :

% —axy (8) _ 1
/oe W (x)dx o) =0 (A>p)



... ou dernier temps de passage ?

> Approche proposée par Barker et Newby (RESS, 2009)
> Dernier temps de passage d’'un niveau b fixé :

Ly = sup{t > 0; D(t) < b}

» Loi via les fonctions d’échelle :

Théoreme
Pour toutt > 0,

P(Lp <t) = /boo E[D(1)].W (a — b)fp)(a)da

avec fp(y) la densité de D(t) et W(.) = W (©)(.) la fonction
déchelleen§ =0




Maintenance optimale ?

Etude d'une politique de maintenance a la Barker et Newby ?

X
A

idle time A*

-—

" failuré




@ Autres problemes

@ Covariables dépendantes du temps ?
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Loi du temps d’
Comparaisons stochastiques :

Tc(l) =st Tc =st Téo)

o
< 7 Nominal condition
Markov modulated
— High stress condition
@
o
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2 o
=
©
k-4
<)
a3
(=}
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Une politique optimale de maintenance
Fonction de codt :

C(s) = fim ctt(a) _ Bler + cu((;s ~Te)y] _Crte fgéFTc(u)du)
—00

Cost functions

(=}
S 7 \ ~ Nominal condition
\ Markov modulated
\ — High stress condition
\
81 |
\
\
\
\
\
\
o _| \
© A\
o
5
o : :
N i i
T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8

Delay between two inspections



Un peu de publicité !
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