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À propos de mon stage

Projet en partenariat avec EDF :

Emmanuel Remy,
ingénieur chercheur expert à EDF R&D

Réalisé au Laboratoire Jean Kuntzmann (LJK) :

& Olivier Gaudoin

Pendant 10 semaines
La suite de la thèse de Meryam KRIT, soutenue en octobre
2014
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Dans la continuité de la thèse..

Thèse de Meryam
Tests d’adéquation à la loi exponentielle pour données
complètes et censurées
Tests d’adéquation à la loi de Weibull pour données complètes
Systèmes réparables et modèle de maintenance imparfaite

Mon cadre de stage :
Tests d’adéquation à la loi de Weibull pour données
censurées
censure de type II
systèmes non réparables
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Contexte industriel

Étude de la durée de vie de composants identiques et
fonctionnant indépendamment, formant un échantillon
Utiliser un modèle paramétrique
La loi de Weibull s’y prête bien

Cependant, il faut vérifier cette hypothèse :
Présenter des justifications aux autorités de régulation
Être performant

⇒ Tests d’adéquation
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Les données censurées

On a un échantillon X (durée de vie avant panne) de taille n :

X1, . . . ,Xn,

que l’on peut ordonner en :

X ∗1 , . . . ,X
∗
n .

Dans le cas de la censure de type II, on observe :

X ∗1 , . . . ,X
∗
m

où m < n (par exemple, m = 15 et n = 351).
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Ce que l’on teste

Test d’adéquation
On teste
H0 : "X1, . . . ,Xn, dont la partie observée est X ∗1 , . . . ,X

∗
m, est un

échantillon de loi de Weibull."
contre
H1 : "X1, . . . ,Xn n’est pas un échantillon de loi de Weibull."

C’est important de noter que l’on teste une famille entière de
distributions, pas seulement une distribution avec des paramètres

donnés.
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Définitions

Fonction de répartition de la loi de Weibull à deux paramètres
W(η, β) :

F (x ; η, β) = 1− e
−
(
x
η
)β

, x ≥ 0, η > 0, β > 0. (1)

Très important, si X ∼ W(η, β) alors ln (X ) ∼ EV1(µ, σ) où
µ = ln (η) et σ = 1

β
sont respectivement des paramètres de

position et d’échelle :

Y = β ln
(
X

η

)
=

ln (X )− µ
σ

∼ EV1(0, 1) (2)
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Estimateurs et résultats

∀i , définissons Ŷi = β̂m,n ln
(

Xi
η̂m,n

)
et Ỹi = β̃m,n ln

(
Xi
η̃m,n

)
, où

η̂m,n et β̂m,n sont les estimateurs de maximum de
vraisemblance,
η̃m,n et β̃m,n sont les estimateurs des moindres carrés.

Les distributions des Ŷi et Ỹi sont
vraisemblablement proches de la loi de Y : EV1(0, 1),
indépendantes de η et β (ou µ et σ).
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Weibull Probability Plot

ln (− ln (1− F (x ; η, β))) = β(ln (x)− ln (η)) (3)
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Test basé sur le WPP

Le test est basé sur la statistique Z 2 = n(1− R2
SB), où

R2
SB =

[
m∑
i=1

(ln (X ∗i )− ln (X ∗))(ci − c)

]2

m∑
i=1

(ln
(
X ∗i
)
− ln (X ∗))2

m∑
i=1

(ci − c)2

(4)

avec x =
1
m

m∑
i=1

xi , ci = ln (− ln (1− pi )) et pi = i
n + 1 (rangs

moyens).
Le test rejette l’hypothèse nulle quand Z 2 est trop grand. Ce test
peut être adapté avec d’autres "plotting positions".
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Tests basés sur la répartition empirique

On utilise les Û∗i = 1− exp
(
− exp

(
Ŷ ∗i

))
et les Ũ∗i et on compare

leur répartition avec la fonction de répartition de U(0, 1).
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Tests basés sur la répartition empirique

Kolmogorov-Smirnov (KS) :

KSm,n = max
1≤i≤m

{
i

n
− Û∗i , Û

∗
i −

i − 1
n

}
(5)

Cramer-von Mises (CM) :

CMm,n =
m∑
i=1

(
Û∗i −

i − 0.5
n

)2

+
m

12n2 +
n

3

(
Û∗m −

m

n

)3
(6)

Watson (W)
Anderson-Darling (AD)
Liao-Shimokawa (LS), statistique adaptée pour les données
censurées :

LSm,n =
m∑
i=1

max
{
i
n − Ũ∗i , Ũ

∗
i −

i − 1
n

}
√
Ũ∗i (1− Ũ∗i )

(7)
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Tests basés sur la vraisemblance

Ils sont basés sur des distributions de Weibull généralisées (à 3
paramètres), comme par exemple :

EW(θ, η, β) qui a pour fonction de répartition :[
1− e−(x/η)

β
]θ

(8)

donc on teste θ = 1 contre θ 6= 1.
AW(ξ, η, β) qui a pour fonction de répartition :

1− e−ξx−(x/η)
β

(9)

donc on teste ξ = 0 contre ξ 6= 0.
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Tests basés sur la vraisemblance

On définit le score et l’information observée par :

U(θ) =
∂ln (L)

∂θ
(θ) , (10)

I (θ) = −∂
2ln (L)

∂θ2 (θ) . (11)

Les statistiques basées sur la vraisemblance sont :

W = I (θ0)(θ̂m,n − θ0)2, (12)

Sc =
U2(θ0)

I (θ0)
, (13)

LR = −2 ln

(
L(θ0)

L(θ̂m,n)

)
. (14)
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Tests basés sur les espacements normalisés

Les espacements normalisés sont définis par : ∀i ∈ 1, . . . ,m − 1,

Ei =
ln
(
X ∗i+1

)
− ln (X ∗i )

E

[
ln
(
X ∗i+1

)
− µ

σ

]
− E

[
ln (X ∗i )− µ

σ

] = σ
Y ∗i+1 − Y ∗i

E
[
Y ∗i+1 − Y ∗i

] .
(15)

Donc les Ei ne dépendent pas de µ et sont directement
proportionnels à σ.
Ainsi, toute statistique de la forme∑

i

aiEi /
∑
j

bjEj (16)

est indépendante des deux paramètres et peut donc être utilisée
comme statistique de test.
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Tests basés sur les espacements normalisés

3 statistiques de test existantes dont celle de Tiku-Singh

TSm =

2
m−2∑
i=1

(m − i − 1)Ei

(m − 2)
m−1∑
j=1

Ej

(17)

Nouvelle idée : utiliser les tests de Spearman et Kendall sur les Ei

Figure: Ei moyens pour des échantillons de G (0.5, 1) et G (3, 1)
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Dans la même idée : Shapiro-Wilk type tests

Les estimateurs linéaires de a = µ = ln (η) et b = σ = 1/β sont des

estimateurs de la forme â∗ =
m∑
i=1

ai ln (X ∗i ) et b̂∗ =
m∑
i=1

bi ln (X ∗i ).

∀i ∈ 1, . . . , n, ln (Xi ) =
1
β
Yi + ln (η) = bYi + a, on obtient donc :

b̂∗ = b
m∑
i=1

biY
∗
i + a

m∑
i=1

bi . (18)

Donc, si on se fixe la condition
m∑
i=1

bi = 0, on a b̂∗ indépendant de

a et directement proportionnel à b.
On peut utiliser b̂∗1/b̂

∗
2 comme statistique de test.
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Autres tests

Test basé sur l’information de Kullback-Leibler
Nouveaux tests basés sur deux équations satisfaites par les
estimateurs :

L’estimateur de maximum de vraisemblance vérifie :
m∑
i=1

eŶ
∗
i + (n −m)eŶ

∗
m = m, (19)

Les estimateurs de moindre carrés vérifient :
m∑
i=1

Ỹ ∗
i =

m∑
i=1

ci (20)

où ci = ln (− ln (1− pi )) et pi = (i − 0.5)/n.
Chaque estimateur doit à peu près vérifier l’équation de l’autre.
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Simulations

Simulations
500 000 simulations pour estimer les quantiles sous H0,
100 000 simulations pour estimer le pourcentage de rejet pour
chaque alternative (16 différentes).
tests pour n = 50 et m ∈ {25, 50}.
d’autres tests pour différentes valeurs de n et m.

Vérification de l’indépendance aux paramètres
Utilisation de set.seed() et de 8 couples de paramètres
différents
Mêmes valeurs de statistiques pour tous les couples de
paramètres
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Les alternatives (1/2)

On a choisi des alternatives usuelles à la loi de Weibull :
la loi Gamma G(k , θ),
la loi Log-normale LN (µ, σ),
la loi Inverse-Gamma IG(α, β),

mais aussi, des plus exotiques, introduites par Meryam dans sa
thèse :

plusieurs loi généralisées de Weibull GW : AW(ξ, η, β),
EW(θ, η, β) and GG(k, η, β),
la loi I et II de Dhillon : D1(β, b) et D2(λ, b),
la loi Inverse-Gaussienne : IS(µ, λ),
la loi de Chen C(λ, β),
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Les alternatives (2/2)

On les a groupé suivant la forme de leur taux de défaillance : à taux
croissant (IHR), décroissant (DHR), en baignoire (BT) et en
baignoire inversée (UBT) :

Weibull Exp(1) W(1, 0.5) W(1, 3)

IHR G(2, 1) G(3, 1) AW(10, 0.02, 5.2)
D2(1, 2)

DHR G(0.2, 1) AW(2, 20, 0.1) EW(0.5, 1, 0.95)

BT GG(0.1, 1, 4) GG(0.2, 1, 3) C(2, 0.4)
D1(1, 0.8)

UBT LN (0, 0.8) IG(3, 1) EW(4, 12, 0.6)
IS(1, 0.25) IS(1, 4)
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Table: Résultats de puissance de tests pour n = 50 et m = 25

n = 50 // m = 25 // 50 % TS LOS AW.w.tilde2 PGW.s.tilde2 AD.chapeau SPP QLE1 QLE2 QLE3
Exp(1) Exp(1) 5,1 5,0 5,1 4,9 5,0 4,9 4,9 5,0 4,9
Weibull(1, 0.5) W(0.5) 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0 5,0
Weibull(1, 3) W(3) 5,1 5,0 5,2 5,0 4,9 5,0 5,0 4,9 4,9
Gamma(2, 1) G(2) 5,4 5,3 6,4 5,6 4,6 5,6 5,4 5,4 5,3
Gamma(3, 1) G(3) 6,3 6,1 7,7 6,6 5,0 6,0 6,0 6,1 6,0
AW(10, 0.02, 5.2) AW1 60,1 58,9 49,6 55,6 58,2 45,7 59,8 60,8 59,3
Dhillon2(1, 2) D2(2) 5,9 5,8 7,1 6,3 4,8 5,7 5,8 5,7 5,7
Lnorm(0, 0.8) LN(0.8) 13,3 13,2 17,7 15,4 9,2 11,7 13,0 13,7 13,6
InvGamma(3, 1) IG(3) 25,1 25,0 32,9 29,3 17,7 22,1 24,7 26,3 25,7
EW(4, 12, 0.6) EW4 7,9 7,9 10,3 8,7 5,9 7,3 7,7 7,9 7,6
InvGauss(1, 0.25) IS(0.25) 35,8 36,5 46,2 42,3 26,7 32,9 35,1 38,6 37,2
InvGauss(1, 4) IS(4) 16,5 16,1 22,1 19,0 11,1 14,3 15,9 17,0 16,6
Gamma(0.2, 1) G(0.2) 8,1 7,9 5,7 6,8 8,7 6,5 8,0 7,9 7,8
AW(2, 20, 0.1) AW2 17,9 21,2 9,0 11,4 20,4 12,7 18,4 15,1 12,6
EW(0.5, 1, 0.95) EW5 6,4 6,2 5,1 5,7 6,8 5,7 6,4 6,3 6,2
GG(0.1, 1, 4) GG1 8,4 8,2 5,8 7,0 8,8 6,5 8,1 8,2 7,9
GG(0.2, 1, 3) GG2 8,2 8,2 5,7 6,8 8,8 6,5 8,0 8,1 7,8
Chen(2, 0.4) C(0.4) 5,6 5,6 4,8 5,2 6,1 5,3 5,6 5,7 5,6
Dhillon1(1, 0.8) D1(0.8) 6,9 6,7 5,1 5,9 7,2 5,9 6,7 6,7 6,6

Moyenne 14,8 14,9 15,1 14,9 13,1 12,5 14,7 15,0 14,5
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Abaque pour Tiku-Singh (espaces normalisés)
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Visualisation des tests
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Ce qui a déjà été fait

La formule utilisée par Meryam pour combinaison deux statistiques
de test étaient :

T1 = max

∣∣∣∣∣∣M̂Ww − M̂Ww

sd(M̂Ww )

∣∣∣∣∣∣,
∣∣∣∣∣ ˘PGWw − ˘PGWw

sd( ˘PGWw )

∣∣∣∣∣
 (21)

T2 =

∣∣∣∣∣∣M̂Ww − M̂Ww

sd(M̂Ww )

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣ ˘PGWw − ˘PGWw

sd( ˘PGWw )

∣∣∣∣∣ (22)

Si on pose X =
˘PGWw − ˘PGWw

sd( ˘PGWw )
et Y = M̂Ww − M̂Ww

sd(M̂Ww )
, alors

T1 = ‖(X ,Y )‖∞ et T2 = ‖(X ,Y )‖1.
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Visualisation et compréhension
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Nouvelle approche : exemple avec χ2
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Distribution de deux statistiques
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Nouvelle frontière de décision
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Conclusion

1 Il faudrait étudier la censure multiple :
adapter les "plotting positions"
adapter la formule de vraisemblance
pour les ratios de combinaisons linéaires des statistiques
d’ordre, plus compliqué.

2 Il faudrait étudier d’avantage la combinaison de tests :
Densité 3D ou plus ?
Utilisation d’une méthode orientée Machine Learning pour
trouver une frontière de décision optimale ?
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Merci de votre attention
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